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毕业论文题目：     一维光子晶体中拓扑量及其界面态的研究     

    物理学     专业  2014  级博士生姓名：     王 强       
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摘要 

拓扑绝缘体和拓扑半金属等是凝聚态物理中非常热门的研究方向，其许多新

奇的性质，包括单向传输，手征反常等, 并在实际应用中具有很好的前景。最近，

拓扑的概念也被引入到光子体系，来实现许多新奇的光学现象，例如光学量子霍

尔效应，光学量子自旋霍尔效应，光学量子谷效应等。此外，光学拓扑半金属等

也陆续在理论和实验中被发现。本论文的研究工作基于一维光子晶体体系，来探

索其拓扑量以及界面态等性质。主要内容包括以下几个方面： 

 

1、介绍了光学体系中的拓扑量，包括一维体系中的 Zak 相位，二维体系中

的拓扑绝缘体（包括拓扑 Chern 绝缘体，拓扑 Z2 绝缘体，拓扑晶体绝缘体）,以

及三维体系中的”拓扑半金属”（包括 Dirac 半金属，Weyl 半金属和 Nodal Line 半

金属）。由拓扑量所保护的界面态具有许多新奇的性质，使得其具有广泛的应用

前景。 

 

2、从理论方面利用转移矩阵推导了一维光子晶体的色散方程以及本征函数。

通过建立体块-边界联系，将一维光子晶体体块的 Zak 相位与其表面反射相位联

系在一起。通过引入金属-光子晶体界面态，成功地实现了对一维光子晶体的拓

扑量的测量。引入超构表面-光子晶体复合结构之后，可以对其界面态进行多维

度调控。 

 

3、研究一维光子晶体在三维广义空间中的拓扑性质。通过引入光子晶体几
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何结构的两个维度，结合其布洛赫动量维度构造了三维广义空间，并观测到 Weyl

点。受 Weyl 点的保护，光子晶体在参数空间的反射相位形成涡旋，其“拓扑电荷”

与 Weyl 点相同。由于相位涡旋的存在，使得界面态的存在十分稳定。即无论反

射衬底的性质，均可以在参数空间构造出界面态。 

 

4、研究了一维光子晶体在四维空间的拓扑性质。由于人造维度不受实空间

的约束，因此可以引入三个几何参数，结合布洛赫动量维度构造四维广义空间。

在该空间中，可以观测到光子晶体的拓扑相变。而相变点对应的色散具有类似

Nodal Line 半金属的性质。通过理论计算，可以证明在 Nodal line 色散条件下可

以实现光子晶体的完美透射。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

关键词：光子晶体、拓扑量、界面态、超构表面 
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Abstract 

Topological insulators and topological semimetals are one of the hot topics in 

condense matter, the associated phenomenon, such as one-way robust transport, chiral 

anomaly and so on, have a grate application potential. Recently, the concept is also 

introduced into photonic systems, to realize some novel effects, including photonic 

quantum Hall effect, photonic quantum spin Hall effect, photonic valley Hall effect and 

so on. The Weyl points which defined in three dimensional space have also been 

proposed both in theories and experiments in last several years. In this thesis, we probe 

the topological invariants in one-dimensional photonic crystals. Furthermore, the 

interface states protected by topological invariants of photonic crystals have also been 

studied.The main content include: 

 

1. 1. A brief introduction is taken on the topological invariants in various photonic 

systems, including Zak phase in one-dimensional systems, the topological 

insulators in two-dimensional systems (topological Chern insulators, topological Z2 

insulators and topological crystalline insulators), and “ topological semimetal” in 

three-dimensional systems (Dirac semimetals, Weyl semimetals and Nodal Line 

semimetals). The interface states, which were protected the topological invariants, 

have many novel phenomenon, and hence have great application potentials. 
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2. The dispersion and eignfunction were deduced by transformation matrix. According 

to the bulk-edge correspondence, the reflection phase of the truncated photonic 

crystals was determined by the Zak phase of the photonic crystals. By introducing 

the interface states between metal films and photonic crystals, the Zak phases were 

measured in experiment. if replacing the metal films with metasurface, the interface 

states can be flexibly manipulated. 

 

3. We studied the dispersion of one-dimensional photonic crystals in a generalized 

three-dimensional space. Combining  two geometric parameters of the photonic 

crystals with the Bloch momentum, a three-dimensional space can be constructed, 

and the Weyl points were observed there. The reflection phase of the truncated 

photonic crystals exhibits vortex in parameter space, which is protected by the Weyl 

points, and carries the same charge as the Weyl points. The vortex of reflection 

phase guarantee the existence of interface states between photonic crystals and any 

arbitrary reflecting medium.  

 

 

4. Topological phase transition has been observed in the one-dimensional photonic 

crystals in a four-dimensional space. Due to the dimension of a parameter space is 

not limited in three-dimensional, we introduce three geometric parameter, and 

construct a four-dimensional space together with the Bloch momentum. In the 

generalized space, the topological phase transition has been observed, while at the 

transition point, the dispersion behaves like the Nodal Line Semimetals in electric 

system. At these transition point, the photonic crystals will give a perfect 

transmission. 

 

 

 

Key Words: Photonic crystal; Interface state; Topological invariant; Metasurface 
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第一章绪论 

1.1 几何相位与 Berry 相位 

几何相位这个概念最早由 S Pancharatnam 在 1956 年提出[1]，但该工作当时并未

引起人们的关注。直到 1984 年，Michael Berry 爵士再次提出了该概念[2]，因此

几何相位也被称之为 Pancharatnam-Berry 相位，简称 Berry 相位。当考虑一个系

统缓慢绝热地沿着参数空间的一个回路回到原点，将会获得除动力学相位之外的

额外一个相位，该相位决定于系统哈密顿量所在参数空间的几何性质，因此我们

用 Berry phase 来描述，并且可以应用在量子和经典的系统中。 

 

我们先以傅科摆为例来解释 Berry 相位。考虑用线将一个重球搞搞悬挂，并且球

被限制在平面内运动。由于重球受到的力只有重力和绳子的拉力（此处忽略重球

与空气的摩擦力），因此没有额外的力使重球的摆动方向改变。如果考虑地球是

 
图 1.1 在球面上的三角形，其三条边均在球面的大圆上。其箭头表示球沿着三角形逆时

针移动时的摆动方向。 
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平的，我们沿着直线缓慢移动绳子的上端，则球的摆动方向不会改变。但在球面

上，则无法找到一条直线使得摆动方向不变，但是如果沿着球面的测地线或大圆

移动，由于受到的力始终指向圆心，因此摆动方向可以保持不变。 

 

如图 1.1 所示，我们在球面上选出一三角形，使得球摆从上顶点沿着这一回路逆

时针移动回到原点。这三角形的三条边均落在球面的大圆上，三个顶角分别为
1 ，

2 和
3 。因为三条边均处在大圆上，因此球的摆动方向在这三条边上均保持不

变，如图 1.1 中箭头所示。但经过顶点时，其摆动方向会改变，因此回到原点时，

其方向改变为 

 1 3 3          (1.1) 

在上述表达式中，我们忽略了 2 。如果三角形在平面上，则 为 0；若三角形在

球面上，则 值则为三角形所对应的立体角。 

 

我们用钟摆的例子大致描述了几何相位的由来，现在我们回到严格的物理系统中，

其哈密顿量用  H R 表示，其中  1 2 3, , ,R R RR 代表其参数空间，并且

 i iR R t ，即其为时间的函数。现在考虑让这个系统随着时间缓慢绝热演化，并

且  tR 在参数空间沿着回路C 而回到初始状态。由于演化过程极其缓慢，因此可

以认为每个时间点上系统均达到稳态，因此 

        nH n E nR R R R   (1.2) 

其中  n R 为相应的波函数。但是，  n R 还有一个规范的自由度，因此

   i t
e n


R 也是公式 1.2 的解，这里的  t 可以是与R 无关的一个相位，当然也

可以是与R 相关，只要  H R 与其互易。我们可以选取一个确定的相位来移除这

个任意性，亦即选取一个规范。一般我们要求  n R 在整个回路C 上是缓慢变化

的，并且有唯一确定的取值。 

 

现在我们考虑波函数从初态   0n R 沿着回路C 绝热演化而累积的相位因子。
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我们定义       i t
t e n t





 R ，将其带入薛定谔方程，我们可以得到： 

       
d

t t i t
dt

 H R   (1.3) 

将公式 1.2 带入可以得到 

              n

d d
E t n t t n t i n t

dt dt


 
  

 
R R R R   (1.4) 

在公式 1.4 左右分别乘上   n tR ，并且假定波函数已经归一化即

      1n t n t R R ，则可以得到     

           n

d d
E t t i n t n t

dt dt


 
  

 
R R R   (1.5) 

因此我们可以求解得到 

           
1

' ' '
'

n

C C

d
t E t dt i n t n t dt

dt
   R R R   (1.6) 

上式左边第一项为传统动力学相位，而第二项中的回路积分的负数部分则为

Berry 相位，其定义为: 

       '
'

n

C

d
i n t n t dt

dt
   R R   (1.7) 

从公式 1.7 中可以看到，Berry 相位来源于演化过程中不同时刻态的差异。而我

们可以将时间从上式中移除，使得 Berry 相位只依赖于在参数空间R 的本征态，

因此可以表示成： 

 
     

 

   

'
'

n

C

C

d t
i n t n t dt

dt

i n n d

  

 





R

R

R
R R

R R R

  (1.8) 

根据上式，我们可以定义一个矢量函数，称之为 Berry 连接，其定义为： 

      n i n n 
R

A R R R   (1.9) 

那么 Berry 相位可以表示成： 

  n n

C

d   A R R   (1.10) 

由于     1n n R R ，因此我们可以得到 
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*

n n n n   R RR R R R   (1.11) 

因此    n n
R

R R 为一纯虚数， Berry 相位则肯定为一实数。 

 

如果我们选择一个规范，即对波函数做变换      i
n e n




R
R R ，根据公式 1.9， 

Berry 连接则相应的变换为： 

      n n 


 


A R A R R
R

  (1.12) 

而相应的 Berry 相位则为： 

        0n n n

C

d T          R R R R   (1.13) 

此处 T 代表回到初始状态的时刻。由于选取的规范是单值的，因此初态

    
0i

e n
 R

R 和末态
    

i T
e n
 R

R 表示同一个态，因此      0 T R R 取值

为2m（m ）。因此尽管我们选取不同的规范，Berry 相位只会附加2m 的相

位差。为了移除这个不确定度，我们采用斯托克定理，并定义 Berry 曲率： 

    n n RΩ R A R   (1.14) 

而 Berry 相位则可以表示成： 

  n n

C

dS  Ω R   (1.15) 

由于   0   R R R ，因此  nΩ R 具有规范不变性。 

 

在上述讨论中，我们推倒的Berry相位是建立在没有简并能带的前提下，也就是

说只用于单独的能带。如果存在简并的能带，我们需要引入Non-Abelian Berry 

相位[3,4]。 
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1.2 一维光学体系中的 Zak 相位及其界面态 

1.2.1 Zak 相位简介 

在 1.1 节中，我们推导了 Berry 相位的表达式，其往往表示某系统的态沿回路（定

义在 2 维或更高维的布洛赫动量空间）绝热演化至原状态后所累积的相位。但如

果考虑一维布洛赫动量空间，我们就如法在找到这么一个回路，也就无法表征能

带的拓扑性质。1989 年，J. Zak 在 physical review letter 上发表了一篇文章成功地

解决了这个问题[5]，下面我们将简要介绍其工作。 

 

考虑一个电子处在一维周期性势场（周期为 a）中，其布里渊区间为
a a

  
 

，

因此我们可以选取布里渊区间的波矢作为参量，来计算本征态在区间演化而累积

的 Berry 相位（除去动力学相位），其表达式为： 

 
/

/

a

n nn

a

i X dk








    (1.16) 

其中 

    
 *

0

2
nk

a

nn nk

u x
X k iu x dx

a k

 


   (1.17) 

其中  nku x 为第 n 阶能带上波矢为 k 的态的本征波函数。通过引入 Wannier 函数

 na x ，我们可以得到： 

    
1/2

2

ikx ikma

nk n

m

a
e u x e a x ma



 
  
 

  ，m  (1.18) 

因此公式 1.16 可以表示成： 

  
2

2
n nx a x dx

a








 
  
 

   (1.19) 

而对于第 n 阶能带，其波函数的对称中心位置[6]为： 

  
2

n nq x a x dx





    (1.20) 

因此 Berry 相位相应为： 



一维光子晶体中拓扑量及其界面态的研究 

6 
 

 
2

n nq
a




 
  
 

  (1.21) 

如果周期性势场没有对称性，则
nq 或者

n 可以为任意数；如果势场具有对称性，

那么对称中心可以为 0cx  或 / 2cx a 。因此如果 0cx  ，则    n na x a x   ，可

以求得 0nq  ，因此 0n  ；如果 / 2cx a ，则    n na x a a x    ，可以求得

/ 2nq a ，因此
n  。 

 

总结上述推导，我们可以看到：如果一维体系势场具有对称性，则 Berry 相位将

会被量子化，其取值为 0 或者 ；若体系没有对称性，则 Berry 相位可以为任意

值。鉴于 J. Zak 的工作，我们也将公式 1.16 称为 Zak 相位。 

 

    

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



一维光子晶体中拓扑量及其界面态的研究 

7 
 

1.2.2 一维体系中界面态 

一维体系中的界面态可以追溯到 1979 年发表在 Physical Review Letter 上的一篇

文章[7]。该作者发现，如果将聚乙炔（分子式为  
x

CH ）的两种相拼接在一起，

则会产生孤子态（界面态）。其具体结构如图 1.2a 所示，其中蓝色和红色虚线框

分别为左右聚乙炔长链的原胞。理论计算显示这种结构会产生一种孤子态，其波

函数的极大值在两种长链的界面上（如图 1.2b 所示），并随着距离的增加快速衰

减，因此该态局域模式（孤子态）。该模型则根据作者的姓名被称为 SSH 模型。 

但由于当时几何相位还未引起人们的注意（Berry 相位和 Zak 相位分别在 1984 和

1989 年才被提出），因此没有将孤子态的出现与能带的拓扑性质（Zak 相位）联

系起来。2015 年，香港科技大学的 K. H. Fung 课题组分析了由金属等离子共振颗

粒构成的一维双原子链中界面态与 Zak 相位的关系[8]。其结构如图 1.3a 所示，

原胞由两个相同原子构成，分别用 A 和 B 表示。d 为双原子链的周期，t 为 A 和

 
图 1.2a，两种不同相的聚乙炔拼接在一起。b，计算得到的界面态的波函数概率分布。 
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B 原子之间的间距。如果 / 2t d ，则一维双原子链则退化成但原子链，其周期为

d/2。在图 1.3b 中，我们用蓝色虚线画出了其在布里渊区间的色散。由于原胞中

只包含一个原子，因此其只包含一条能带；若 / 2t d ，则其原胞包含两个原子，

相应色散则包含两条能带，如图 1.3b 中蓝色实线。由于周期为 d，因此其第一布

里渊区间为单原子链的一半（黑色虚线）。可以看到，在其布里渊区边界，产生

了禁带区域。 

 

 

利用公式 1.16，可以分别计算一维双原子链上下能带的 Zak 相位 。因为该体系

存在镜面对称性，因此 的取值为 0 或 。通过计算，可以发现，如果 / 2t d ，

则上下能带的 Zak 相位均为 0；若 / 2t d ，则上下能带的 Zak 相位均为 。如果

将这两个具有不同拓扑量的双原子链拼接在一起（如图 1.4a 所示），其中左侧双

 

图 1.3a，一维双原子链结构示意图。b，蓝色虚线和实线分别对应单原子链和双原子链的色

散。 
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原子链 / 2Lt d ，共 62 个原胞；右侧 / 2Rt d ，包含 63 个原胞。该体系的本征

能量如图 1.4b 所示，可以看到，在禁带区域产生了一个孤立的态，其模场局域

在左右两链的界面上（图 1.4d），与上下能带的模场（图 1.4c 和 e）分布具有本

 
图 1.4a，界面态结构示意图，左右双原子链具有不同的 Zak 相位。b，a 图所示结构的本

征能量。c-e，分别对应上能带，界面态和下能带的模场分布。 

 

图 1.5a，样品结构示意图。b，波导阵列耦合结构。c，波导阵列耦出结构。d，单根金属

等离激元波导的本征模场分布。 
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质的差别。由于界面态具有很强的场增强效应，因此可以用来增强量子点荧光等。 

 

除了双原子颗粒链，SSH 模型同样也适用于波阵列体系。如在 2015 年，Q. Q. Chen

等在金属等离激元波导中也构造了界面态。其结构如图 1.5a 所示，通过聚焦等

离子刻蚀技术在银膜上刻蚀双原子波导阵列。每根波导的几何参数相同，因此具

有相同的传播常数，其本征场分布如图 1.5d 所示。 通过调整相邻波导的间距，

可以构造 SSH 模型中的两个相。图 1.6 中画出了波导阵列的光场演化图，其中 a

为单独双原子波导阵列的演化；b 和 c 均为两种不同拓扑量的波导阵列的拼接结

构，可以看到其中明显有局域膜的存在。由于 c 中还激发了传播模式，因此可以

看到模场的横向扩散。除了等离激元波导，硅基波导阵列也可以实现相同的界面

态[9]。 

 

 

 

 

图 1.6，a-c 分别对应 3 种拼接的结构的演化图。 



一维光子晶体中拓扑量及其界面态的研究 

11 
 

1.2.3 Zak 相位的测量 

通过计算体系的 Zak 相位，我们可以用来构造界面态等。但是对于给定的一个体

系，如何去测量 Zak 相位呢？根据公式 1.16 可知，直接测量 Zak 相位需要整条能

带上的本征态的信息，这几乎是不可能实现的。因此如何测量 Zak 相位一直是一

个挑战。 

 

2013 年，德国 Immanuel. Bloch 课题组率先在实验中测量到了冷原子体系中的

Zak 相位[10]。利用布洛赫震荡和拉姆齐干涉，成功地测得了冷原子在能带上绝

热演化所累积的相位，即 Zak 相位。2015 年，香港科技大学陈子亭教授课题组

则首次在声学系统中测量得到了 Zak 相位[11]。不同于之前的工作，他们将 Zak

相位与能带带边态的波函数的对称性联系在一起，因此通过测量其场分布的对称

性和反射相位，可以反推出能带的 Zak 相位。利用同样的方法，2016 年，Wing. 

Yim. Tam课题组用相同的方法测量了一维光子晶体的 Zak 相位[12]。 
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1.3 二维光学体系中的“拓扑绝缘体” 

1.3.1 打破时间反演对称性的光学“拓扑 Chern 绝缘体” 

1980 年，Klitzing 等发现[13]，如果在二维自由电子气中施加一个强磁场，该体系

的霍尔电导率将会被严格量化为 2 /e h的整数倍。1981 年，Laughlin 等使用规范

不变性来解释了该量子化[14]，随后研究者们将霍尔电导率的量子化联系至能带

的拓扑量，其表达式为： 

 
 

2

2
2

x y

x y

xy k k

BZ

dk dke

h



  Ω   (1.22) 

其中
x yk kΩ 为 Berry 曲率。根据公式公式 1.15，霍尔电导率也可以写成 

 
2

xy

e
n

h
    (1.23) 

其中 n 为能带的 Chern 数。但由于量子霍尔效应需要引入强磁场，使得其在实验

和应用很难实现。1988 年，Haldane 等发现[15]，如果在原胞中引入不均匀磁流，

但其总磁流为 0，同样可以实现类似的效应。2008 年，Liu 等[16]提出利用在量子

阱中的自旋轨道耦合效应，同样可以实现量子化的霍尔电导率等，由于其不需要

引入磁场，因此称之为量子反常霍尔效应。随后 2013 年，薛其坤课题组在实验

中验证了量子反常霍尔效应[17]。无论是量子霍尔效应或是反常量子效应，均需

 

图 1.7，量子霍尔效应/反常量子霍尔效应的边界态，填充因子为 1。 
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要打破时间反演对称性来获得材料能带的非 0 Chern 数，因此我们将一类材料可

以归为打破时间反演对称性的拓扑 Chern 绝缘体。除了电导率的量子化，拓扑绝

缘体还具有许多新奇的性质，例如单向无散射传输等，如图 1.7 所示，尽管在其

体块中无法传输电子，但在边界上可以进行单向无散射的传输。 

 

基于拓扑绝缘体出色的性质，研究者们迫切地希望在光学体系中实现。但由于光

子与磁场无直接相互作用，因此很难构造出拓扑非平庸的能带色散。2008 年， 

Raghu 和 Haldane 提出利用磁光材料构造的光子晶体可以实现光子的单向传输

[18,19]。同年，麻省理工学院 Marin 课题组提出利用钇铁石榴石构造的光子晶

体可以在微波波段实现单向传输[18]，随后 2009 年，该课题组在实验中测得了

微波的单向无散射传输[20]。下面我们将简要叙述该工作。 

 

考虑由磁光介质（钇铁石榴石）构成的二维正方晶格的光子晶体，当施加垂直面

外的磁场时，其介电常数为标量 ，而其磁导率则需用用 3*3的张量表示： 

 

0

0

0

0 0

i

i

 

 



 
 

 
 
  

μ   (1.24) 

其中和 均为实数。根据麦克斯韦方程组： 

 

0

0

t
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D

B

B
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H

  (1.25) 

 
=

=

D E

B μH
  (1.26) 

并消去磁场，我们可以得到： 

    -1 2r = r    μ E E   (1.27) 

根据公式 1.24，可求得 
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μ   (1.28) 

其中  -1 2 2= /    ，  2 2/      。将公式 1.28 带入 1.27 式，并做展开，

可以发现（Ex，Ey）和 Ez 是独立的，即公式 1.27 可以得到 TE 和 TM 两个模式。

对于 TM 模式，其本征方程为： 

  2 2ln 0zi E          
 

z   (1.29) 

通过变换 zE  ，公式 1.29 可以写成： 

    
2

0iA r V r     
  

  (1.30) 

其中 

 
2

A


 z   (1.31) 

    
2 2

2 21 1
ln ln

4 2
V      
       

 
  (1.32) 

公式 1.30 描述了非相对论粒子在矢量势 A和标量势V 场中的运动方程，与量子

霍尔效应具有相同的性质。 

 

图 1.8 光子晶体能带色散，a，不加磁场；b，施加磁场。 
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利用公式 1.29，可以计算出光子晶体的能带色散，如图 1.8 所示。其中，a 图对

应不加磁场的情况，因此 0  ；而 b 图对应施加磁场时光子晶体的能带色散，

此时 0  。可以看到，加入磁场之后，原先简并的两条能带（图 a 箭头所示）

打开了一个带隙。利用公式 1.8 和 1.29，可以计算出每条能带的 Chern 数，见图

b 中红色数字。 

 

如果将拓扑非平庸的光子晶体（具有非 0 Chern 数的能带）与拓扑平庸的光子晶

体拼接在一起，则在界面上会存在单向无反射的边界态。如图 1.9 所示，上半部

分的三角晶格光子晶体为拓扑平庸，而 下半部分的正方晶格光子晶体为拓扑非

平庸，黑色直线代表 PEC。可以看到使用电偶极子在左侧激发时，光波只会沿着

界面往右侧传输，并且会绕过由 PEC 构成的障碍物继续向右传播，a-c 分别对应

不同时刻的 Ez 分布。该性质与量子霍尔效应具有相同的本质。2009 年，该课题

组在实验中观测到了边界态的无散射传输[20]。 

 

图 1.9  a，b，c 分别对应不同时刻的 Ez 分布。 
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除了使用磁光介质来打破时间反演对称性，来实现拓扑非平庸的光子晶体能带，

研究者发现可以即时调控的光学谐振腔阵列[21]（图 1.10a）以及弯曲的波导阵列

[22] （图 1.10b）同样可以打破时间反演对称性，最终构造拓扑非平庸的能带色

散，实现单向无散射传输等。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

图 1.10，a，即时调控的光学谐振腔阵列。b，弯曲波导阵列。 
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1.3.2 时间反演对称性保护的光学“Z2拓扑绝缘体” 

在上一节中，我们介绍了拓扑 Chern 绝缘体，由于需要打破时间反演对称性，因

此需要引入磁场等，这造成其应用困难。2005 年，C. L. Kane 和 E. J. Mele 提出

可以在石墨烯中实现量子自旋霍尔效应[23]，并且不需打破时间反演对称性。

2006 年，B. Andrei Bernevig 和 Shou-Cheng Zhang 利用场论来描述这一类拓扑绝

缘体[24]。同年，Shou-Cheng Zhang 课题组理论上预言在碲汞矿量子阱中具有量

子霍尔效应[25]，随后 2007 年，该课题组在实验中证实了该理论[26]。我们将这

一类受时间反演对称性保护的拓扑绝缘体称为 Z2 拓扑绝缘体，其拓扑量不在用

Chern 数来表示，而是奇数或偶数来表示，其中奇数为拓扑非平庸，偶数则为拓

扑平庸。 

 

考虑电子体系（包含自旋），由于系统受时间反演对称性保护，因此： 

 2 1T     (1.33) 

此处T 为时间反演算符。（对于无自旋的体系， 2 1T  。）经过推导，可以将其表

示为： 

 T UK   (1.34) 

其中 U 为反对称酉矩阵，K 为复共轭算符。根据卡玛斯简并原理，能带至少为 2

能级简并，分别对应自旋向上和向下的电子能带。由于存在简并能带，因此不能

再用公式 1.7 来计算能带的拓扑量。考虑第 i 个本征态与 j 个本征态的时间反演

态的交叠系数： 

          
**

i j i mn jm n
u T u u U uk k k k   (1.35) 

而 

          
* *

j i j nm i mn
u T u u U uk k k k   (1.36) 

由于 U 为反对称矩阵，因此 

        i j j iu T u u T u k k k k   (1.37) 

如果 i j ，则     0i ju T u k k 。如果考虑 2 能带简并，我们定义： 
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    P Pf Ak   (1.38) 

其中 

    ij i jA u T u k k   (1.39) 

根据公式 1.37，可以看到公式 1.38 取值为
12A 。如果选取不同的规范，即做变换： 

    '

i ij ju uk R k   (1.40) 

ijR 为酉矩阵。可以证明  P k 的取值不变，因此其为规范不变量。对于布洛赫空

间，由于其受时间反演对称性保护，因此我们只需考虑其一半的空间。如果在这

区域内，如果满足   0P k 的 k 值有 I 个，若 I 为奇数，则其为拓扑非平庸；反

之若为偶数，则其为拓扑平庸。为了简化其计算过程，我们也可以根据： 

   
/2

1
log

2
C

I d P
i

  k k   (1.41) 

来计算其指数 I 。如果将拓扑非平庸与平庸的绝缘体拼接在一起，则其在某条边

界上会存在两条边界态，分别对应相反的电子自旋，并且自旋与其传播方向锁定，

如图 1.11 所示。因此如果不引入磁性散射（引起自旋翻转），确定自旋的电子只

会沿特定方向传输而不会被缺陷散射。 

 

 

 

图 1.11 量子自旋霍尔效应。 
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由于真空中光子为玻色子，即 2 1T  ，因此光子的量子自旋霍尔效应很长时间都

没有被发现。2013 年，德州大学奥斯汀分校的 Gennady Shvets 课题组提出利用

光子赝自旋来实现光学 Z2 拓扑绝缘体[27]。考虑如图 1.12a 所示的三角晶格光子

晶体，若其为普通介质材料，则其本征模可以分解成 TE 和 TM 模。考虑双各向

异性： 

 

0 0

0 0

0 0 zz











 
 

  
 
 

ε  ，

0 0

0 0

0 0 zz











 
 

  
 
 

μ  (1.42) 

若满足 

     ， zz zz   (1.43) 

则 TE 和 TM 模将会简并。此时可以用 TE 和 TM 的线性组合构成两个赝自旋态，

 

图 1.12，a，超材料原胞构成的二维光子晶体。b，赝自旋的表达。 
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     ; ; ;z zx q E x q H x q    ，如图 1.12b 所示，其满足 2 1T   。此时可以计算

光子晶体的色散，其结果如图 1.13a 中蓝色和红线所示，可以看到，其色散均为 

二能带简并。在 K（K‘）点受结构对称性保护，存在四能带简并点，为双重狄拉

克锥。为了在该点打开能隙，可以引入电磁耦合： 

 

0 0

0 0

0 0 0

xy

xy

i

i





 
 

  
 
 

ξ   (1.44) 

其色散如图 1.13b 所示，可以看到 K（K‘）打开了能隙。为了实现公式 1.43 和 1.44，

研究者设计了如图 1.12a 所示超材料，来构成光子晶体。若考虑将拓扑非平庸与

平庸的光子晶体拼接在一起，在其带隙内，会存在两条边界态，分别对应两种自

 

图 1.13，a，蓝色和红色为 12 0  光子晶体色散，黑色虚线为 12 0  时的色散。b，

12 0  时，考虑有限周期数光子晶体的色散。 
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旋状态，其色散如图 1.13b 所示。由于其 2 1T   ，因此这两支边界态的自旋与其

传播方向相互锁定，因此其具有类似量子自旋霍尔效应的性质，即无散射传输。

如图 1.14 所示，尽管存在各种类型的缺陷，确定自旋的边界态均会保持其传播

方向，并且无任何反射。 

 

 

除了使用光子晶体，马里兰大学 Hafezi 等利用光学环形谐振腔阵列也实现了 Z2

拓扑绝缘体[28]。 

 

 

 

 

 

 

图 1.14，a-d 边界态在不同边界的传播。 
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1.3.3 拓扑晶体绝缘体 

除了上述两类拓扑绝缘体，研究者们又提出了拓扑晶体绝缘体[29]，其利用空间

的反演对称性，旋转对称性等。由于其主要依赖于结构的对称性，而不需要打破

时间反演对称性，引入自旋等，因此很容易在光学体系中实现[30]。由于其具有

很多构型，因此我们这边不再详述。 
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1.4 三维光学体系中的“拓扑半金属” 

1.4.1 拓扑半金属 

在凝聚态物理中，我们根据费米能附近带隙的大小来定义金属，半导体和绝缘体。

日常生活中，我们近乎无时无刻都能遇到金属（金，银等），因此非常熟悉。但

最近，拓扑半金属这个名词不时出现在我们视野中。不同于普通金属，研究者们

根据其能带色散分为 Dirac 半金属，Weyl 半金属和 Nodal Line 半金属。尽管这三

种均称为半金属，可是由于其各自特殊的能带色散，其性质却有很大的差别。 

 

在介绍 Dirac 半金属之前，我们不得不先提一下非常著名的 Dirac 方程： 

 2

i iH ck mc     (1.45) 

考虑三维空间， ik 为动量， 1,2,3i  ，c 为真空中光速，m 为粒子静止质量。其中 

 
0

0

i

i

i






 
  
 

，
0

0

0

0






 
  
 

  (1.46) 

i 为泡利矩阵， 0 为 2*2 单位矩阵。满足该方程粒子，如电子等，被称之为 Dirac

费米子。1929年[31]，Weyl. Hermann 将无质量（m=0）Dirac 方程（4*4）分离

成两个独立的方程（2*2），分别描述了具有不同手性的粒子，我们称之为 Weyl

费米子。其满足的方程形式为： 

 i iH ck   (1.47) 

我们用其电荷来表示 Weyl 费米子的手性，其定义为  iC=sgn k 。 

 

尽管 Dirac 方程和 Weyl 方程最早用来描述基本粒子，研究者们发现它们也可以

用来描述凝聚态中的准粒子，即固体中电子群体的能带色散。我们将色散方程满

足无质量 Dirac 方程和 Weyl 方程（费米能在简并能附近）的固体材料称为 Dirac

半金属[32-42]和 Weyl 半金属[34,39,43-61]。 
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在图 1.15 为 Dirac 半金属与 Weyl 半金属的色散[62]。Dirac 半金属是受时间反演

对称性和中心反演对称性所保护。如果引入非零质量，将会打开带隙，形成拓扑

绝缘体或普通绝缘体（取决于 m 的符号）。如果打破中心反演对称性，则在布洛

赫空间形成两对手性相反的 Weyl 色散；如果打破时间反演对称性，则会形成一

对 Weyl 色散。 

 

除了 Dirac 和 Weyl 半金属，研究者们还发现了一类新的半金属。不同于前两类半

金属，其导带和价带在 3 维动量空间存在一孤立的简并点，这类新的半金属的导

带和价带的简并点形成一回路，在这回路上任取一点，其能带色散均形成 2 维

 
图 1.15，a，Dirac 半金属色散。b，引入非零质量的色散。c，保持时间反演对称性而破坏

中心反演对称性的 Weyl 半金属色散。d，保持中心反演对称性而破坏时间反演对称性的

Weyl 半金属色散。 
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Dirac 锥，如图 1.16 所示。由于其简并位置构成一轨迹，因此称之为 Nodal Line

半金属。由于 Nodal Line 具有许多新奇的物理性质，因此吸引了许多研究者的兴

趣[63-70]。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
图 1.16，Nodal Line 半金属色散。 
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1.4.2 光学体系中的“拓扑半金属” 

由于拓扑半金属具有许多新奇的性质，因此研究者们也将其引进光学体系，来构

造出光学“拓扑半金属”。 2013 年，麻省理工学院 Marin 课题组首先在理论上提

出利用螺旋二十四面体构成的光子晶体，可以实现 Weyl 色散和 Nodal Line 色散

[71]。其结构如图 1.17a 所示，其原胞包含两组相互嵌套的螺旋二十四面体（蓝

色和红色区域），b 图则为相应的第一布里渊区间。如果该光子晶体同时具有时

间反演对称性和空间反演对称性，其第一布里渊区边界色散如图 1.18a 所示，可

以看到其在点附近存在两条能带的简并回路，即 Nodal Line 色散。通过改变结

构打破光子晶体的空间反演对称性，Nodal Line 将会演化成 2 对具有相反“电荷”

的 Weyl 点，如图 1.17b 所示。若保持结构的空间反演对称性，而引入磁性材料

来打破时间反演对称性，则 Nodal Line 将会演化成 1 对具有相反“电荷”的 Weyl

点，如图 1.17c 所示。2015 年，该课题成功的在实验中验证了 Weyl 点的存在[72]，

几乎在同时与电子体系的两篇实验证实 Weyl 点存在的工作 [46,48]发表在

《Science》上。这一系列的工作引起了研究者的极大兴趣。 

 

除了使用螺旋二十四面体结构，香港科技大学陈子亭教授课题组提出利用超材料

 
图 1.17，a，光子晶体原胞。b，光子晶体第一布里渊区间。 
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来实现微波波段的 Weyl 点[73]。不同于普通光子晶体求解色散时需要用平面波

展开法，由于其原胞由超材料构成，因此每个原胞可以视为一个谐振子，因此其

色散可以用紧束缚模型求解。由于引入了超材料，该系统中还可以实现具有高“电

荷”的 Weyl 点。同时，他们也成功地在实验中测量了边界态的传输谱，从而证

明了其单向无散射这一新奇的物理现象。由于超材料的灵活性，斯坦福大学的范

汕辉课题组提出了利用超材料构成的光子晶体来实现第二类型的 Weyl 点[74]。

此外，许多方案也纷纷被提出[75,76]，来实现光学 Weyl 点。 

 

根据 Weyl 方程（公式 1.47）的定义，Weyl 点存在于三维的动量空间。最近，斯

坦福大学范汕辉课题组提出，利用人造维度来实现广义的 Weyl 点。所谓人造维

度，顾名思义就是人为的定义一个维度，可以是几何尺寸，频率，相位等等，因

 
图 1.18，a，受时间反演和中心反演对称性保护的光子晶体 Nodal Line 色散。 b，打破中

心反演对称性保护的光子晶体 Weyl 色散。c，打破时间反演对称性保护的光子晶体 Weyl

色散。 
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此具有极大的灵活性。通过引入人造维度，可以代替动量空间的某个维度，来实

现 Weyl 色散。如图 1.19a 所示的二维环形谐振腔阵列，其布洛赫动量空间为 2

维。通过引入人造维度，即频率，则可以构成一个三维空间，如图 b 所示。因此，

人造维度可以极大地简化结构的复杂性来实现 Weyl 点。其次，由于人造维度的

可调性，使得其具有跟广泛的应用前景。 

 

对于 Dirac 半金属，由于其受时间反演对称性保护（卡玛斯简并原理），因此其导

带和价带均为 2 重简并，即上下自旋。由于光子为玻色子，因此不存在自旋简并，

这使得在光学体系实现“Dirac 半金属”存在较大的困难。同样在光学体系实现

“Nodal line 半金属”也是比较困难。最近也有一些工作理论上提出方案来实现这

两类“拓扑半金属”[77]，但依旧还需实验的证实。 

 

 

 

 

 

 

 

图 1.19 a，二维环形谐振腔阵列。b，二维布洛赫动量空间与频率维度构成的三维空间。 
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1.5 本论文研究思路和论文结构 

第一章中，我们首先介绍了几何相位的产生，并且详细推导了 Berry 相位的表达

式，其被广泛地用于各个体系来表示系统的拓扑性质。随后我们简略地介绍一维，

二维以及三维光学体系的拓扑性质，以及相应的拓扑边界态（界面态）。 

 

第二章中， 我们详细地推导了具有中心对称的一维光子晶体的色散以及本征波

函数，并且计算了其能带拓扑量（Zak 相位）。通过建立体块—界面的联系，我们

将能带的 Zak 相位与光子晶体的反射相位联系在一起。由于光学波段的反射相位

测量需要引入复杂的干涉光路，我们提出利用界面态来测量光子晶体的 Zak 相

位，并且在实验中得以证实。而确定能带的拓扑性质，也相应的帮助我们设计超

构表面来调控界面态，使其具有广泛的应用前景。 

 

第三章中，我们将动量空间的 Weyl 点推广到了广义空间。我们将一维光子晶体

的原胞设计成四层平板堆叠，从而引入两个几何参数，与光子晶体的动量构建了

一个三维空间，并且成功的构造出了广义 Weyl 点。由于 Weyl 点的存在，光子晶

体能隙中反射相位在参数空间将会形成涡旋。而这些相位涡旋将保证界面态的存

在，即无论反射面的性质，光子晶体与其界面均会存在界面态。这些界面态的存

在与 Weyl 半金属中的费米弧具有相同的物理。 

 

第四章中，由于我们构造的是广义空间，因此空间维度不再被限制为三维，我们

引入第三个几何参数，将三维空间拓展到四维。在调节第三个参数时，我们观测

到了光子晶体色散的拓扑相变。而对应拓扑相变的位置，Weyl 相不再存在，取而

代之的为 Nodal line 相。我们通过转移矩阵详细地推导了 Nodal line 相的产生原

因。虽然 Nodal line 相不存在反射相位涡旋，但我们发现其具有完美透射的性质，

同样具有很好的应用前景。 

 

第五章中，我们简单地总结了所做的工作，并对今后的工作提出展望。 
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第二章 一维光子晶体中 Zak 相位的测量及其界面态 

 

2.1 引言 

伴随着拓扑绝缘体[1,2]的发现, 拓扑量在现代物理学中扮演着越来越重要的角

色, 帮助研究者们去深入了解材料的性质。拓扑概念的应用在凝聚态物理中取得

了前所未有的成功，包括完美地解释了霍尔效应，量子霍尔效应[3,4]，和量子自

选霍尔效应等，研究者们也将拓扑概念逐步引入到经典波体系中，包括光学[5-18]

和声学[19]等，成功的实现了许多新奇的现象，例如光子自旋霍尔效应，无反射

单向传输以及克莱因隧穿等，具有广阔的应用前景。 

 

Berry 相位[20]则被用来来表征体系中的的拓扑量，它被定义为：   

    n
C

i d n n


 
 R R R
R

   (2.1) 

其中 C 是参数空间 R 中取得一个回路，所以 Berry 相位是在回路上演化所累积

的相位，我们也称之为几何相位。由于拓扑量是一个抽象的量,因此在实验上测量

比较困难。为了解决这个问题，研究者提出了许多解决方案,包括冷原子体系[21-

23]，声学体系[19]以及光学体系 [24-30]。 

 

而在一维体系中， Zak 相位[31]则被用来计算体系的拓扑量。Zak 相位是由 J. Zak

在 1988 年提出，用来计算一维布洛赫体系中能带的拓扑量,并且指出,如果体系具

有对称性，Zak 相位将会被量子化,其取值为 0 或 。由于 Zak 相位是基于本征

波函数在参数空间的积分，因此很难在实验中测量。直到 2013 年，德国的研究

组第一次在冷原子体系[21] 测量到了 Zak 相位。利用光学超晶格对冷原子的影

响，成功构造了一维双原子链的哈密顿量(SSH 模型)。然后利用布洛赫振荡以及

拉姆齐干涉， 成功测得该体系下 Zak 相位的取值为 0 或 。2015 年， 香港陈

子亭教授研究组则在声学体系测得了 Zak 相位[19]。通过设计声学谐振腔，并且

将其排列成声学双原子链,来构建 SSH 模型。由于声波的波长为毫米量级,故在实
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验上可以测量其本征波函数,从而得到该体系的 Zak 相位。除此之外，该研究组

也通过测量声子晶体的反射相位测得了 Zak 相位。而对于光学体系，由于光子波

长在秘密良机，因此很难在实验中测量得到 Zak 相位。 

 

在本章节中，我们在实验上利用界面态测量了一维光子晶体的 Zak 相位。通过引

入超构表面，我们成功地对界面态进行调控，包括激发波长，界面态偏振态等。 
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2.2 一维光子晶体中的 Zak 相位及其反射相位 

一维光子晶体通常是由不同的材料周期性的堆栈形成的，因此最简单的形式为两

种材料的堆栈，其结构如图 2.1 所示。为了计算光子晶体色散，我们采用转移矩

阵的方式。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

在每一层介质中，电场可以表示成向前传播的波和向后传播的波的叠加，而这两

个波前面系数，包括振幅与相位可以构成一个列向量，因此，在某一层介质中的

电场可以用一个列向量来表示： 

 n

n

a

b





 
 
 
 

 ， 1,2.   (2.2) 

那么，在该层中电场可以表示成 

   (z n ) (z n )
, yik yik ik

n nE y z a e b e e             (2.3) 

其中 

 

1/2
2

2

y

n w
k k

c




  
   

   

  (2.4) 

这些列向量并非是相互独立的，他们通过边界条件而耦合在一起。现在如果我们

 

图 2.1 一维光子晶体结构示意图 
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考虑 TE 模式（电场垂直于 yz 平面），由于在界面上必须满足 xE 和
yH 连续，例如

在 (n 1)z   和 (n 1)z b   这两个界面，我们可以得到： 

 

2 2

2 2

2 2 1 1

2 2 1 1

1 1

1 1 1 2

2 1

( ) ( )

( ) ( )

z z

z z

z z z z

z z z z

ik ik

n n n n

ik ik

z n n z n n

ik a ik a ik a ik a

n n n n

ik a ik a ik a ik a

z n n z n n

a b e c e d

ik a b ik e c e d

e c e d e a e b

ik e c e d ik e a e b

  

 

  

 

 

 

  

  

  

  

  (2.5) 

通过简化我们可以得到如下的矩阵形式： 

 

2 2

2 2

1

1 1
1

2 2

1 1

1 1

z z

z z

ik ik

n n

ik ikz z
n n

z z

e e
a c

k k
e eb d

k k

  



  



 
      

           
 

  (2.6) 

 

1 1

2 2

1 12 2 1 1

2 2

z z

z z

z zz z

ik a ik a

ik a ik a
n n

ik a ik az zik a ik a
n n

z z

e e
c ae e

k k
e ed be e

k k







 
     

            
 

  (2.7) 

其中 

 

1

1

2

2

n n

n n

n n

n n

a a

b b

c a

d b









  (2.8) 

将公式 2.7 带入 2.6，消除 nc 和 nd 之后，我们可以得到： 

 
1

1

n n

n n

a aA B

b bC D





    
    
    

  (2.9) 

其中， 
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  (2.10) 
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公式 2.9 中的转移矩阵将第 n-1 个原胞中第一层中的列向量联系到第 n 个原胞中

第一层中的列向量，因此该矩阵为幺模矩阵，即满足 

 1AD BC    (2.11) 

对于 TM 模式，我们可以得到 
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  1 2

2

2 1

2 2

2 1

2 2

1 2

sinz z

z

z z

k n k
k b

n k n k

  
  

  

  (2.12) 

   

当我们考虑光子晶体时，由于周期数是无穷大，因此在第 n-1 个原胞中的场分布

与第 n 个原胞中的波函数只会相差一个系数（相位项），即： 

 
1

1

n nik

n n

a a
e

b b

 



   
   

   
  (2.13) 

将公式 2.9 带入 2.13 式，我们可以得到 

 
n nik

n n

a aA B
e

b bC D

    
    

    
  (2.14) 

其中 k 为布洛赫波矢，通过求解公式 2.14， 

 0
ik

ik

A e B

C D e









  (2.15) 

最终可以得到解的形式为 

 
1/2

21 1
(A D) (A D) 1

2 2

ike



  
     

 
  (2.16) 

进一步化解可以得到 

 2 1
1 2 1 2

1 2

1
cos(k ) cos(k a)cos(k b) sin(k a)sin(k b)

2

n n

n n

 
    

 
  (2.17) 

而公式 2.14 的本征矢为 
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ik

a B

b e A

   
   

   
  (2.18) 

因此原胞中的电场分布为： 

    ( /2) ( /2)a a a aik z d ik z dikE z Be e A e
       (2.19) 

相应的磁场分布为： 

    ( /2) ( /2)a a a aik z d ik z dika

a

k
H z Be e A e

w

     
 

  (2.20) 

 

 

正如 2.1 节中所说，如果一维光子晶体体系具有镜面对称性，则该体系的 Zak 相

位的取值将会被量子化，即 0 或 ，因此我们选取了如图 2.2a 所示的原胞，使一

维光子晶体具有对称性。其中蓝色代表二氧化铪，其折射率在工作频率波段

2
2

fH On  ；黄色代表二氧化硅，其折射率为
2

1.46
iS On  ，其中结构参数 177.6At nm

 

图 2.2a，光子晶体结构示意图，红色虚线框内为原胞。图 2.2b，一维光子晶体色散，红色

和蓝色圆圈代表 6 个带边态本征函数的对称性和反对称性。 
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和 579.8Bt nm 。通过公式 1.17，我们可以计算出该光子晶体的色散如图 2.2b 所

示，在本节，我们只考虑正入射情况，即 ky=0。 

 

对于一维光子晶体，其 Zak 相位定义为： 

      
/

, ,
/

unit cell

Zak

n n q q n qi dz z u z u z dq



 




 

 
  

 
    (2.21) 

其中  z 为介电常数函数，
,n qu 为第 n 阶能带上布洛赫动量为 q 的本征函数。利

 
图 2.3，a-f 分别对应图 2.2b 中 M, N, O, P, Q, R 这六个带边态的本征电场分布，虚线为两个原胞

之间的界面。 
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用公式 2.19 式，我们可以求解出每条能带对应的 Zak 相位，图 2.2b 中绿色数字

为对应能带的 Zak 相位。 

 

尽管利用公式 1.19 可以计算一维光子晶体的 Zak 相位，但它需要求解整条能带

上每个态对应的本征波函数，而这在实验上是几乎不可能测量得到的，因此我们

需要寻求另一种方案来测量 Zak 相位。2014 年，香港科技大学陈子亭教授课题

组在 Phys. Rev. X 上发表了一篇理论工作，探讨了一维光子晶体中 Zak 相位与禁

带反射相位的关系，这给予我们实验测量 Zak 相位以可能。 

 

众所周知，一维光子晶体除了支持传播的能带之外，还存在一些禁带，对于处在

禁带中的光是无法传播的，因此当光从空气（或介质）入射到光子晶体界面时，

将会被全反射，这个性质被广泛的用于构造激光谐振腔。这些禁带与能带的交点

我们成为带边态，在图 2.2b 中用 M, N, O, P, Q, R 来表示，根据公式 1.18，我们可

以求解出能带上的本征电场分布。图 2.3 中画出了 M, N, O, P, Q, R 这六个带边态

的本征电场分布。由于光子晶体的原胞具有对称性，因此其本征电场相应的也会

存在对称性，因此我们用红色（蓝色）标注了其对称（反对称）[32]。如果仅考

虑某一条能带，它必然存在两个带边态，比如 M-O 或 P-Q。进一步的理论分析表

明，某一条能带上的 Zak 相位与其带边态的对称性具有直接的关系。简而言之，

如果该能带上两个带边态具有相同的对称性，则其 Zak 相位为 0，例如 N-O，其

本征电场分布均为对称分布，故 Zak 相位为 0；反之，如果两个带边态具有相反

的对称性，则 Zak 相位为 ，这与直接利用公式 1.19 直接计算的结果相同。当

Zak 相位为非 0 值时，往往是在参数空间存在一个或多个奇点；而在一维光子晶

体中，如果能带上本征函数的对称性由对称（反对称）变化至反对称（对称），

则在能带中必定存在一个相变点，这时能带的 Zak 相位必为 ，这也就是我们常

称它为几何相位的原因，它往往联系着体系本征函数的某种对称性。 

 

对于禁带而言，则是处于上下两条能带的带边态之间，如图 2.2b 中 M-N，O-P 和

Q-R。由于上下能带的本征波函数需要满足相互正交的关系，因此禁带两边的带边

态必然具有不同的对称性，对应的禁带类型则分为两种类型，即奇-偶组合（低能
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带边态本征波函数为奇函数，高能带边态本征波函数为偶函数）和偶-奇组合（低

能带边态本征波函数为偶函数，高能带边态本征波函数为奇函数）。而这两种组合

将决定光子晶体禁带中反射相位。 

 

由于处在禁带中的光波无法在光子晶体中传播，因此当考虑空气中的光入射到半

无穷大的光子晶体表面时，将会被全反射，因此反射系数可以写成 ir e  ，其中

为反射相位。由于光子晶体为两种材料交替堆叠的复合结构，无法利用折射率

来计算反射系数，因此我们采用表面阻抗来计算禁带中的反射相位，其表达式如

下所示： 

 0

0

PC

PC

Z Z
r

Z Z





  (2.22) 

其中 PCZ 为光子晶体表面阻抗，而 0Z 则为真空阻抗，为一常数值 0
0

0

Z



 ， 0 和

0 分别为真空介电常数和磁导率。而光子晶体的表面阻抗则有如下定义： 

 
 

 

0

0

z

PC

z

E
Z

H





   (2.23) 

此处  0z
E


和  0z

H

表示光子晶体内与空气交界面位置的电场和磁场。 
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根据公式 2.3 和公式 2.18，我们可以得到光子晶体的表面阻抗为： 

 
 
 

( /2) ( /2)

( /2) ( /2)

a a a a

a a a a

ik z d ik z dik

a
PC ik z d ik z dik

a

Be e A ew
Z

k Be e A e


  

  

 


 
  (2.24) 

如图 2.24a 所示，我们画出了禁带中阻抗的虚部（蓝线），为频率的单调递减函

数，灰色区域则为光子晶体导带。对于禁带两边的带边态，当其本征电场为奇对

称分布时，  0
0

z
E


 ，  0z

H

此时取极大值，因此 0PCZ  ；当其本征电场为偶对

称分布时，  0z
E


取极大值，  0

0
z

H


 ，因此 PCZ 。 

 

 

图 2.4a，蓝线为光子晶体禁带中的阻抗的虚部。b，蓝线为光子晶体禁带

中的反射相位，灰色区域为导带区域。 
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根据公式 1.23，我们可以求解光子晶体禁带中的反射相位，如图 2.4b 所示。当

带边态为奇对称时， 0PCZ  ，此时反射相位对应   ；当带边态为奇对称时，

PCZ ，此时反射相位对应 0  。由于禁带中阻抗为频率的单调递减函数，

所以反射相位为频率的单调递增函数。若禁带为奇-偶组合，则反射相位区间为

 0  ，即在禁带中反射相位符号始终为正；如近代组合为偶-奇组合，则反射相

位区间为  0 ，即反射相位符号始终为负，如图 2.5 所示。 

 

尽管单个禁带的反射相位无法直接决定能带的 Zak 相位，但如果我们同时考虑

第 n 阶能带相邻的第 n-1 阶禁带和第 n 阶禁带，则可以确定能带的 Zak 相位。以

图 2.2b 为例，如果考虑处在 N，O 这两个带边态之间的能带，由于该能带的 Zak 

相位为 0，因此 N，O 这两个带边态的本征函数均为偶对称。考虑到在禁带两边

的带边态具有相反的对称性，因此 M 和 P 这两个带边态的本征函数均为反对性，

所以这条能带上下的两个禁带组合 M-N 和 O-P 分别为奇-偶和偶-奇组合，其反射

相位区间分别为  0 和 0  ，亦即这两个禁带的反射相位具有不同的符号；

而对于处在 P，Q 这两个带边态之间的能带，其 Zak 相位为 ，因此 P 和 Q 的本

 
图 2.5 禁带的组合类型及其反射相位。偶-偶和奇-奇组合由于不满足正交条件，因此实

际结构中不存在；而奇-偶和偶-奇组合分别对应反射符号 为负和正。 
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征函数具有相反的对称性，而与之相邻的两个禁带组合 O-P 和 Q-R 均为偶-奇组

合，所以其反射相位区间为 0  。如图 2.6 所示，我们列举了所有的组合情况，

如果对于第 n 阶能带，如果其相邻的第 n-1 阶禁带和第 n 阶禁带的反射相位具有

不同的符号，则该能带的 Zak 相位为 0；反之若相邻的禁带的反射相位具有相同

的符号，则该能带的 Zak 相位为 ，因此我们可以用如下公式求解 Zak 相位： 

  
 

 1

sgn
exp

sgn

nZak

n

n

i



 

    (2.25) 

其中 Zak

n 为第 n 阶能带的 Zak 相位， n 和 1n  分别为第 n 和 n-1 阶禁带的反射相

位。 

 

 

图 2.6，能带 Zak 相位与带边态的对称性以及禁带反射相位之间的关系。 
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2.3 界面态实现一维光子晶体 Zak 相位的测量 

在 2.2 节中，我们理论上分析了一维光子晶体的 Zak 相位，带边态本征函数的对

称性以及禁带中的反射相位等性质，并且推导了禁带的反射相位与 Zak 相位的

关系。但考虑到实验上测量光波的反射相位，尤其是可见光波段，需要较为复杂

的干涉装置[33].，因此我们采用构造界面态来测量光子晶体的 Zak 相位。 

 

对于半无穷大的一维光子晶体，如果我们在光子晶体表面镀上一层金属银膜，则

有可能在光子晶体禁带内形成界面态[34,35]。而界面态所需要满足的条件为： 

 0PC Ag     (2.26) 

其中 PC 为光子晶体的反射相位，而
Ag 为银膜的反射相位。在图 2.7b 中，我们计

算了有限周期数光子晶体的反射相位（银色实线），其结构参数与图 2.2 中光子

晶体的参数相同，其周期数为 10。我们用红色标注了光子晶体禁带区域内的反

射相位。而对于金属薄膜，因为其介电常数为负值，因此反射相位始终为负值。

 

图 2.7,a 界面态图示，其能量局域在光子晶体与金属的界面处。b，灰色为光子晶体（10 个

周期）的反射相位，红色标注了禁带区域的反射相位，而紫色实线为银膜的负的反射相位。 
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由于实验中所用的金属膜为银膜，厚度为 50 纳米，我们也理论计算其反射相位，

并在图 2.7b 中用紫色实线表示其负值。因此红色实线与紫色实线的交点也就是

满足公式 1.26，即界面态存在的条件。 

 

 

由于银膜的反射相位 0Ag  ，因此若在禁带区域内存在界面态，我们可以反推出

光子禁带的反射相位为正，反之若在禁带区域无边界态，则禁带的反射相位符号

为负。根据 2.3 节的讨论，我们知道禁带的反射相位区间为  0 或 0  ，因

此对于反射相位符号为负的禁带，始终不存在界面态；而对于反射相位符号为正

的禁带，总会找到某个频率，是的反射相位满足公式 2.26，即禁带中存在界面态。

因此，光子晶体能带的 Zak 相位可以用界面态的有无来表示，即公式 2.25 可以

改写成： 

 

图 2.8，a 黑色实线为实验测量的光子晶体反射谱，红线为镀上银膜之后的反射谱；b，黑

色和红色实线为相应的模拟结果。  
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 1

1

0 n nZak

n

n n

V V

V V









 


  (2.27) 

其中 Zak

n 为第 n 阶能带的 Zak 相位，
1nV 
和

nV 分别为第 n-1 和 n 阶禁带中界面态

的有无，若存在界面态，则 1nV  ，反之 0nV  。如果相邻的两个禁带区域内同时

存在界面态或都没有界面态，则该能带的 Zak 相位为 ，反之则为 0。实验上，

我们用通过测量反射谱来确定界面态的存在。如图 2.8a 所示，黑色实线为测量

得到的光子晶体的反射谱，由于禁带区域内光波无法传播，因此会有很高的反射

率；对于导带区域，由于光子晶体厚度有限，因此会有许多法布里佩罗共振。当

在光子晶体表面镀 50 纳米银膜之后，测量得到的反射谱为图 2.8a 中的红色实线。

我们可以清楚的看到在禁带区域，出现了反射谷。这是由于界面态的存在，在界

面态位置具有很强的吸收，因此表现在反射谱上为谷。图 2.8b 为相应结构的模

拟得到的反射谱，两者可以很好地吻合。根据公式 1.27，我们可以直接得到第 3

阶能带的 Zak 相位为 0，第 4 能带的 Zak 相位为 。 
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2.4 超构表面对界面态的调控 

由于界面态的存在取决于反射相位，如果我们可以将银膜替换为超构表面[36-53]，

则可以对界面态进行调控。在实验中，我们采用亚波长的光栅阵列形成的超构表

面实现对界面态的偏振态和激发波长进行了调控。超构表面/光子晶体复合结构

如图 2.9a 所示，其中蓝色代表二氧化铪，其折射率在工作频率波段
2

2
fH On  ；黄

色代表二氧化硅，其折射率为
2

1.46
iS On  ，其中结构参数 97.5At nm 和 260Bt nm 。

光栅厚度 50h nm ，周期 300P nm ，宽度 d 为变量，在实验中我们使用聚焦离子

束加工了 5 个样品，宽度 d 分别为 0,50,100,150 和 200 纳米，其中一个样品的

SEM 图如图 2.9b。 

 

由于超构表面具有各向异性，因此我们分别计算了 Y 和 Z 偏振的反射相位，结果

如图 2.10 所示，a 图中，黑色、红色、绿色、蓝色和青色分别为 d=0,50,100,150,

和 200nm 超构表面的 Z 偏振的负的反射相位，分别与光子晶体反射相位（橙色

实线）有交点，因此存在边界态；而对于 Z 偏振，除了 d=0 和 5nm 时，与光子

 

图 2.9，a，超构表面/光子晶体复合结构示意图。b，实验中使用 FIB 加工的超构表面形

貌图。 
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晶体禁带的反射相位有交点，而随着 d 增加，则没有交点，亦即没有边界态。 

在实验中，我们同样采用反射测量来确定边界态的存在，其实验结果如图 2.11a

和 b 所示，橙色实线为光子晶体的反射谱，其高反区域为禁带，黑色、红色、绿

色、蓝色和青色分别为 d=0,50,100,150,和 200 纳米时，超构表面/光子晶体测量

得到的 Z（a）偏振和 Y（b）偏振反射谱。对于 Z 偏振，在禁带区域，均存在反

射谷，代表边界态的存在，并且对应不同的波长；而对于 Y 偏振，只有在 d=0 纳

米，即银膜时存在边界态，对于其他结构，则不存在边界态。图 2.11c 和 d 分别

为对应结构的模拟结果，均与实验符合的狠好。那么，我们在实验中实现了利用

超构表面对界面态进行调控，包括偏振态和激发波长等。 

 

 

 

 
图 2.10，a，橙色实线为光子晶体反射相位，黑色、红色、绿色、蓝色和青色分别为 d=0,50,100,150,

和 200 纳米超构表面的 Z 偏振的负的反射相位。b,为相应结构的 Y 偏振的反射相位。 
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图 2.11，a 黑色、红色、绿色、蓝色和青色分别为 d=0,50,100,150,和 200 纳米超构表面/

光子晶体测量得到的 Z 偏振（a）和 Y 偏振（b）反射谱，橙色实线为光子晶体的反射谱。

c 和分别为对应的模拟结果。 
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2.5 本章小结 

本章节中，我们采用转移矩阵讨论了一维光子晶体的 Zak 相位，带边态本征函数

的对称性以及禁带的反射相位等性质，并且建立了禁带反射相位与 Zak 相位之间

的联系。为了测量 Zak 相位，我们引入边界态来实现在实验上测量 Zak 相位，并

且顺利地测得了光子晶体的 Zak 相位。同时，我们引入了超构表面，来实现对界

面态的调控，包括偏振态，激发波长等，使得界面态具有更广泛的应用。 
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第三章 参数空间的广义“外尔点”与”费米弧型界面态” 

3.1 引言 

在相对论量子场论中，存在三类基本费米子，分别为狄拉克费米子、马约拉纳费

米子以及外尔费米子，其中后两者还未在自然界中观测到，吸引了物理学家们极

大地兴趣。尽管这三类费米子作为基本粒子还未全被发现，但在凝聚态物理中，

研究者们在某些材料中发现了类似的三类准粒子，并且具有相同的描述。这些发

现极大的推进了我们对于基本粒子的理解，并且由于其特殊的性质，使得其具有

广泛的应用前景。在本章节中，我们主要讨论外尔费米子。 

 

1929年，也就是狄拉克方程提出的第二年，Hermann Weyl[1]指出，如果考虑无

质量粒子，狄拉克方程可以被分解为两个独立的方程，而这两个方程的解具有不

同的手性。这些无质量，并且带有1/2自旋的粒子我们称之为外尔费米子。然而

80多年过去了，外尔费米子仍然还未在自然界中被发现。但理论分析指出，外尔

费米子可以以低能量激子或准粒子的形式存在于晶体之中，这些晶体被称之为外

尔半金属。2011年，南京大学万贤纲教授[2]和中科院物理研究所方忠教授课题

组[3]分别在理论上指出烧绿石结构的铱氧化物和铁磁尖晶石有可能为外尔半金

属。2015年年初，普林斯顿大学Hasan课题组[3]和中科院物理研究所丁洪教授课

题组[4]率先分别独立利用角分辨光电子能谱在砷化钽中表面探测到外尔费米子

的存在特征，即费米弧。在随后的这一两年间，许多相关的工作如雨后春笋般不

断地涌现去探索外尔半金属的各类性质，包括费米弧[5-8]，手征输运[9]以及负

磁阻[10,11]等[12,13]。同年，普林斯顿大学Andrei Bernevig课题组提出了第

二类型外尔半金属[14]，并且预言了其特殊的性质，随后被实验所证实[15,16]。 

 

除了电子体系存在外尔费米子，在经典波体系依然可以构建出“外尔费米子”，

我们也称之为外尔点。2013年，麻省理工学院Marin课题组率先在理论上提出利

用光子晶体构造外尔点[17]。2015年，该课题成功的在实验上[18]测量到了外尔

点存在的证据，该成果与Hasan课题组的成果同期发表在《science》上，引起了
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极大地轰动。除了光波体系[19-24]，香港科技大学陈子亭课题组[25]和德克萨

斯州立大学Alu课题组[26]分别提出了方案在理论上实现声学外尔点。 

 

对于外尔点，其色散方程可以写成
,

,

i i j j

i j

H k v  [27]，其中 ,i jv , 
ik  和

i 分别为

群速度、波矢和泡利矩阵。尽管外尔点是定义在动量空间，但我们依旧可以在广

义空间构建外尔点，也就是用其他维度来代替波矢，例如2016年斯坦福大学

Shanhui Fan课题组用谐振腔的频率代替其中一个波矢，理论上实现了在广义空

间的外尔点[28]。与波矢空间局限在三维空间相比，广义空间由于可以引入人造

维度构造[29-31]，因此可以拓展到高维度来研究更高维度系统的拓扑性质[32]

等，最近引起了许多研究者的兴趣。 

 

在本章节中我们将利用一维光子晶体在广义空间中实现外尔点，并且探究了光子

晶体禁带中反射相位与外尔点之间的关系；其次考虑到存在于光子晶体与金属之

间的界面态，可以得到类似于外尔半金属中的费米弧型边界态。 
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3.2 一维光子晶体实现广义空间外尔点 

常见的一维光子晶体是由两种不同折射率的材料周期性的堆栈而成（如图 3.1a

所示），其原胞包含两层平板，由于其在一个维度具有周期平移不变性，因此布 

 

洛赫波矢空间为一维，其拓扑量可以由 Zak 相位表示。为了构造广义空间的外尔

点，我们将光子晶体原胞设计成由四层平板构成，并且每层的厚度满足如下的关

系式： 

 

1

1

2

2

(1 )

(1 )

(1 )

(1 )

a a

b b

a a

b b

d p d

d q d

d p d

d q d

 

 

 

 

  (3.1) 

其中平板 A1 和 A2 为氧化铪，其折射率 =2.00an ，厚度分别为 da1 和 da2；而平板

B1 和 B2 为二氧化硅，其折射率 =1.45bn ，厚度分别为 db1 和 db2。而 p 和 q 取值

区间均为 [-1,1]。由于引入了 p 和 q 这两个结构参数，结合光子晶体的布洛赫波

矢 k，我们构造了 p-q-k 三维广义空间，如图 3.2a 所示，每一个（p, q）均可以确

定一个光子晶体的具体参数。由于四层平板的厚度满足关系式 3.1，因此原胞的

总厚度  =2 a bD d d 和总光程  =2 a a b bL n d n d 均为常数。 

 

对于原胞包含两层平板的一维光子晶体 PC1，我们可以利用转移矩阵计算出其色

散。在图 3.2b 中，我们计算了对应 97ad nm , 72bd nm 的色散（红色虚线）。如

 

图 3.1，一维光子晶体结构示意图，（a）原胞包含两层平板，（b）原胞包含四层平板。 
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果考虑四层平板的光子晶体 PC2，在（p, q）=（0,0）位置，相当于包含了两个

PC1 的原胞，因此其色散（蓝色实线）将在 k=0.25K（  2 / a bK d d  ）出折叠

而产生简并点。一旦（p, q）偏离（0,0）位置，上下能带不再简并而产生带隙。

由于一维光子晶体的简并点只能出现在 k=0 或 k=0.5k0（  0 / a bk d d  ）[33]，

因此我们固定 k=0，在图 3.2c 中，我们画出了在该简并点附近的色散，其形状类

似狄拉克锥，上下两条能带在（p, q）=（0,0）位置简并，即外尔点。 

 

为了证明该简并点为外尔点，我们尝试使用转移矩阵来求解在外尔点附近的哈密

顿量。对于原胞包含四层平板的光子晶体，其转移矩阵如下： 

 
* * * *

C D A B

D C B A

  
  
  

T   (3.2) 

其中 

 

图 3.2a，一维光子晶体构成的三维广义空间。b，红色虚线为原胞为两层平板构成的光子

晶体色散，蓝色实线为原胞包含四层平板的色散。c，在广义空间固定 k=0，得到的光子

晶体色散，即外尔点。 
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    1

1 1
cos sin

2

a a
ik d b a

b b b b

a b

n ni
A e k d k d

n n
  

  
  
  

  (3.3) 

  1

1
sin

2

a a
ik d b a

b b

a b

n ni
B e k d

n n


 

  
  
  

  (3.4) 

    2

2 2
cos sin

2

a a
ik d b a

b b b b

a b

n ni
C e k d k d

n n
  

  
  
  

  (3.5) 

  2

2
sin

2

a a
ik d b a

b b

a b

n ni
D e k d

n n


 

  
  
  

  (3.6) 

 

考虑周期性边界条件，我们可以得到： 

  2
0a bi k d d c

e
c







 
    

 
T   (3.7) 

其中 c 和 c 分别为向前和向后传播的波的系数，即在平板A1中的电场可以写成： 

 a aik x ik x
E c e c e

     (3.8) 

为了在外尔点附近对转移矩阵做小量展开，我们定义了四个无量纲参数： 

 

0

( )

( )

( )

( ) /

f w w

p w

q w

k w

f f f

p p

q q

k k k









 

 

 

 

  (3.9) 

 , ,w w wp q k 为外尔点的位置，而
wf 则为外尔点对应的频率。由于外尔点只能处在

一维光子晶体的带边或带中，因此 0wk  或
00.5wk k 。对公式3.2展开，我们可以

得到： 

 
 

 
1 2 3 1 2 3 2 2 2

* * *

1 2 3 1 2 3

1

1
, ,

p q f p q f

p q f

p q f

p q f

ic d d d

d d d

ic ic
O

ic ic ic

     

  
  

  

   

   

  
  
   

T   (3.10) 

如果保留零级近似，则 1 T ，其符号取决于 0wk  或
00.5wk k 。如果保留一级近

似，公式3.7可以写成： 

 
   

   

1 2 4 1 2 3 3

** *
3 31 2 1 2 4

p q k p q

f

p q p q k

i c idic ic

id cic ici

c c c d d

d d c c c

    


    

 

 

  




         
     
          

  (3.11) 

其中 1 2 3 4, , ,c c c c  ， 1 2 3, ,d d d  。现在公式 3.11 两边均为厄米矩阵。公式 3.11
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右侧可以写成： 

 3 3 3 3 †

*

3 3 3 3

0

0

c id

id c

c d
U U

c d

  
   

   
  (3.12) 

其中 

 3 3 3 3/ /1

1 12

id d id d
U

 
  

 
  (3.13) 

通过一些简单的数学简化，公式3.11可以写成： 

 

1 1

2 2
3 3 3 3†

3 3 3 3

0 0

0 0
f

ic ic

ic ic

c d c d
U MU

c d c d


 
 

 

 


        
       

        
  (3.14) 

其中 

 
   

   

1 2 4 1 2

* *

1 2 1 2 4

p q k p q

p q p q k

i

i

c c c d d
M

d d c c c

    

    

    
 
     

  (3.15) 

 

1

2
3 3 †

3 3

0

0

ic ic

ic ic

c d
U

c d

 

 

     
     

    
  (3.16) 

公式3.14可以用泡利矩阵展开，最终得到： 

  

0

x

p q k f

y

z

ic ic

ic ic




   





 

 

 


 
 

    
       

 
 

v   (3.17) 

其中
i  ( , ,i x y z )为泡利矩阵，

0  为 2 2 的单位矩阵， v 为3 4 实数矩阵。最

终我们可以得到外尔哈密顿量的形式： 

  

0

x

y

p q k

z

H




  





 
 
 
 
 
 

v   (3.18) 

针 对 第 一 条 和 第 二 条 能 带 之 间 的 外 尔 点 ， 即 图 3.1c 中 的 简 并 点

   0, , 0,0,0.5w w wp q k k ，我们可以得到： 

 

 

0 0 0.1073 0

0 0.0946 0 0

1.985 0 0 0

 
 

  
  

v   (3.19) 
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根据常用的定义，我们可以确认外尔点的‘电荷’为-1.我们比较了直接用公式

3.17计算的色散（蓝色圆圈）和利用得到的哈密顿量计算的结果（红色虚线），

两者符合的比较好。 

 

除了利用哈密顿量求解外尔点的“电荷”，我们也采用了文献[14]中离散数值方

法来计算Chern数。如果我们选取一个球面包含一个外尔点，那么穿过球面的

Berry流必然为 2 的整数倍。如图3.4a所示，针对某个
i 值，可以在球面定义一

个回路
il ，那么我们可以利用公式： 

 

图 3.3，a,b,c 中比较了数值计算结果（蓝色圆圈）与求解的哈密顿量计算的结果（红色

虚线）。 

 

图 3.4，a,计算外尔点“电荷”的示意图，球半径为 0.01。b,计算不同 所对应的回路的

Berry 相位，其中蓝线为低能带计算的结果，红线为高能带。 
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   , , ,1 1, , ,

*

,

1 0

Im ln ( ) ( )
n p q kj jn p q k

j j

LN

n i

j

x u x u x dx 
 



 
   

 
    (3.20) 

其中  x 是光子晶体原胞的介电函数，
, , ,1 1n p q kj j

u
 

为第n阶能带上对应
ip , 

iq  和 k

时的本征电场分布函数，  sin cos( 2 / )ip r i N  ,  sin sin( 2 / )iq r i N  ，在计算

过程中，我们选取N值足够大，使得
,n i 收敛。而

,n i 则对应穿过回路
il 所对应球冠

面的Berry流（会有 2 的整数倍的不确定性）。如果我们再计算回路
1il 
的Berry

相位
, 1n i 
，则得到其对应球冠面的Berry流。那么

, 1 ,n i n i   则是穿过
1il 
和

il 两个回

路之间面积的Berry流，由于我们选取的步长足够小，使得这个差值小于2 ，也

就是一个确定的值，所以我们只要计算Berry相位随 从0变化到 的变化就可确

定穿过整个球面的Berry流，即Chern数。如图3.4b中，我们计算了图3.3中对应

的外尔点的Berry相位，其中蓝色实线为低能带，而红色实线对应高能带，可以

清晰地看到低能带的Berry相位变化为 2 ，而高能带则为2 ，亦即该外尔点的

“电荷”为-1，与用公式3.19所计算的结果吻合。 

 

在图3.5中，我们分别计算了低五阶能带的色散，其中a为
00.5k k 时，第一阶和

第二阶能带色散（第一阶禁带）；b为 0k  时，第二阶和第三阶能带色散（第二

阶禁带）；c为
00.5k k 时，第三阶和第四阶能带色散（第三阶禁带）；d为 0k 

时，第四阶和第五阶能带色散（第四阶禁带）。在第一阶禁带中可以找到一个外

尔点，其“电荷”为-1；而在第二阶禁带中可以找到两个“电荷”为-1的外尔点；

在第三阶禁带中，我们找到四个“电荷”为-1的外尔点以及以一个“电荷”为+1

的外尔点；在第四阶禁带中，可以找到六个“电荷”为-1的外尔点以及以两个

“电荷”为+1的外尔点。由于我们定义的空间不是闭合的，因此能带中的外尔点

的“电荷”之和不为0，但我们可以发现第n阶禁带中，外尔点的“电荷”之和为

-n。 
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图 3.5，a，
00.5k k 时，第一阶和第二阶能带色散。b， 0k  时，第二阶和第三阶能带色

散。c，
00.5k k 时，第三阶和第四阶能带色散。d， 0k  时，第四阶和第五阶能带色散。 
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3.3 一维光子晶体中广义外尔点及其禁带反射相位 

对于一维光子晶体，我们在第二章中讨论了其禁带反射相位与能带 Zak 相位之

间的关系；而在 3.2 节中，我们将一维空间拓展到了三维广义空间，并且找到了

外尔点，但其与反射相位之间关系还未探究清楚。 

 

正如第二章所讲，当光从空气中入射到半无穷大光子晶体界面，将被全反射回去，

其反射相位将依赖于频率。在图 3.6 中，我们计算了光子晶体在 p-q 空间中时的

反射相位（ 为单位），相应的频率 247.6f THz  ，即外尔点对应的频率，光子晶

体的切面为平板 A1 的起始位置。我们可以清楚地看到反射相位在 p-q 空间形成

一个涡旋，其相位奇点正好对应外尔点的位置（p,q）=（0,0）。而根据涡旋光束

[34]的定义，我们发现反射相位涡旋的“电荷”正好与外尔点的“电荷”相同。但

这是偶然还是必然对我们而言是一个问题。 

 

为了解决这个问题，我们尝试从外尔点附近的哈密顿量入手。根据公式 3.1 中的

定义，在 p-q 空间每个点都对应一个光子晶体，因此光子晶体禁带中反射相位均

依赖于 p，q 的取值。在这边我们选取了公式 3.19 所对应的外尔点作为代表，其

哈密顿量具有如下的形式： 

 

图 3.6，p-q 空间的反射相位，光子晶体参数 97ad nm , 72bd nm 。此时，外尔点的

位置为（p, q）=（0,0），而对应的频率为 247.6f THz 。 
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 p pz z q qy y k kx xH v v v          (3.21) 

其中 0.1073pzv  , 0.0946qyv    和 1.985kxv   。现在我们考虑在 p-q 空间选取一

个围绕外尔点的回路，其定义如下： 

 
 

 

cos

sin

p pz

q qy

v r

v r

 

 




  (3.22) 

其中 [0, 2 )  ，与p-q空间中的极角具有一一对应关系，并且满足： 

    tan tanpz qyv v     (3.23) 

之所以选取公式3.22来定义这个回路，主要是为了简化推导过程。由于考虑的是

光子晶体禁带中的反射相位，我们选取的频率
f

 必然落在禁带之中，因此
f

r  。

其次我们新定义 cos c = x
f
r( )，而 c Î 0,p( )。将公式3.22代入公式3.21中，我们

可以求解得到
k ： 

 sink kxv ir     (3.24) 

因为处在禁带之中，因此
k 必然为一纯虚数。在这边，我们假设波矢方向沿正方

向，因此要求  Im 0k  。而公式3.21相应的本征矢可求解得： 

 
1

u
i

 
  

 
  (3.25) 

其中 

 
   

   
  

cos cos
tan 2

sin sin

 
  

 


   


  (3.26) 

将公式 3.24 代入公式 3.16，我们可得到向前传播和向后传播的系数， 

 
   

   

1
1/2 1/2

3 3 3 3

1/2 1/2

3 3 3 3

1

2

i

c

c

e c d i c d

i c d i c d

 



 



  

    
    

   
       
  

  (3.27) 

其中
3c 和

3d 是在公式 3.11 中定义的系数，而  1 3Arg d  。为了简化表达式，我

们定义 
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1/2

3 31

2

3 3

tan
c d

c d
 

  
       

  (3.28) 
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3 3 3 3

1
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c d c d


 

 
  (3.29) 

而公式3.27可以简化成 

 
1 2

2
0 2

1

2

i i

ii

c

c

e e
A

e e

 







  
   

   
  (3.30) 

那么相应的电场分布可以写成 

    1 2 22

1 0 / 2a a a aik x ik x ik x ik xi i ii

yE c e c e A e e e e e e         
 

  (3.31) 

其中下标“1y”代表在第一层平板 A1 中电场矢量方向沿 Y 轴，而
ak 则为 A1 中的

波矢，x 则表示光子晶体切面距离 A1 界面的距离。相应的磁场分布可以得到： 

    1 2 22

1 0

1

2

a aik x ik xi i ii

z

a

H A e e e e e e
z

     
 

  (3.32) 

其中
az 为平板A1中的阻抗（以真空中阻抗

0z 为单位）。那么光子晶体的表面阻抗

可以表示为： 

   1 2tan 2 4pc a aZ iz k x        (3.33) 

那么相应的反射相位可以求解得到： 

  1 22arctan tan 2 4a az k x              (3.34) 

为了确认公式3.34的正确性，我们将其计算的反射相位与转移矩阵直接计算的进

行比较，具体的结果如图3.7a所示，其中红色圆圈为利用公式3.34计算的结果；

而蓝色实线为转移矩阵直接计算的结果，两者符合的非常好，在计算中，我们选

取光子晶体切面为平板A1的起始位置。 

 

现在，我们仔细分析反射相位与极角以及频率
f

 的关系。根据公式3.34，反射

相位  是
1 22 4ak x     的单调递减函数。而

2 只取决于极角和频率
f

 。

在我们所研究的外尔点， 3 3c d ，因此根据公式3.28，我可以得到
2 是  的单

调递增函数。因为 cos c = x
f
r( )，此处 c Î 0,p( )，因此 c 是频率

f
 的单调递减函
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数。从公式3.22和3.26推导，可以确认
2 是极角的单调递增函数，而是率

f
 的

单调递减函数。考虑反射相位 与
2 的关系，我们可以确认， 是极角的单调

递减函数，而对于频率
f

 则是单调递增函数。结合 

公式3.26和3.28，我们可以求得j + c 从   变化到 ，
2  则相应有 / 2  变

化到 / 2 。同时，根据公式3.34可以推得，当 
1 22 4ak x     从 / 2  变化

到 / 2 , 反射相位则从 变化到  。根据上述分析，我们可以得出结论，如果

极角绕外尔点一周，则反射相位 将连续减小 2 。当我们调整半径大小，都能

得出相似的结论，因此，在p-q空间将形成一个反射相位涡旋，其“电荷”与外

尔点的“电荷”相同。根据公式3.34，我们可以看到，一旦频率
f

 取值确定，半

无穷大光子晶体的切面位置x只会将p-q平面的反射相位整体平移，但不会影响上

述讨论的规律。 

 

现在我们讨论反射相位 与频率
f

 的关系，如果
f

r   ，我们可以得到 c = p，

 
图 3.7 a，在 p-q 空间选取了一个半径 r=0.01 的圆圈，计算其反射相位与极角之间的关

系。其中蓝色实线为使用转移矩阵计算的结果，而红色圆圈为使用哈密顿量计算的结果。

其光子晶体对应的参数与图 3.1 中的相同，即 97ad nm , 72bd nm ，频率

247.6wf THz 。b，青色圆锥面为光子晶体在 p-q 空间的色散， 0k  。彩色平面则对应

反射相位 0  的位置。 
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其值不依赖与r，因此当极角确定时，反射相位为一恒定值；如果
f

r  ，我们

可以得到相同的规律，除了 c = 0。在图3.7b中，我们画出了反射相位 =0 对应的

色散，可以看到频率
f

 从下能带变化到上能带，将减小 ；为了保持反射相位

=0 ，极角则需要增加 ，因此该等相位面将绕外尔点旋转180度。 
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3.3 外尔点反射相位的测量 

为了证明 3.2节中理论的正确性，我们尝试在实验中去测量光子晶体的反射相位。

然而对于可见光波段，由于电子器件的相应频率远低于光波，因此无法直接测量

到反射相位。因此，我们采取利用法布里佩罗腔（FP 腔）共振来反推光波相位。 

 

 

如图3.8a中插图所示，我们设计由两层相同厚度的银膜构成的FP腔。由于两层银

膜的衬底（glass）厚度为毫米量级，因此这两个界面的干涉可以忽略不计，那

么满足FP共振的条件为： 

 1 2 4 2 ,mfd m m
c

         (3.35) 

其中
1 和

2 为上下银膜的反射相位（
1 2=  ），而

mf 为第m阶FP共振对应的频率，

d 为中间空气层的厚度，c为真空中的光速。如果忽略银膜的色散，即
1（ 2 ）为

一常数，我们可以推得： 

 
c

d
f




  (3.36) 

 f 为相邻两阶FP共振的频率差值。根据图3.8a中测量得到的反射谱，我们可以

确定出FP共振的频率（反射谷）。根据公式3.36，我们反推出空气层的厚度d；

再根据公式3.35，在300THz附近银膜的反射相位即可求解得到 ( 0.95 0.0471)  ，

 

图 3.8 a，实验测量得到的 FP 腔共振反射谱，插图为测量示意图。b，根据 a 图中反射

谱反推得到的银膜反射相位。 
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其结果如图3.8b所示。 

我们采用类似的方法来测量光子晶体的反射相位，其示意图如图3.9a所示，我们

在光子晶体表面蒸镀 200h nm 银膜，该厚度足以反射100%的入射光。我们首先

测量两层银膜构成的FP腔反射谱，根据公式3.36，我们可以得到两层银膜之间空

气间隙的厚度d1。由于下层银膜厚度为 h ，因此光子晶体和上层银膜之间的空气

层厚度为 1d d h  。由于上层银膜的反射相位以测量得到，我们可以根据3.35反

推出光子晶体的反射相位。 

 

在图3.9b中，我们使用聚焦离子束在光子晶体表面做了一个切面，并使用扫描电

镜观测，该光子晶体参数为 97ad nm , 72bd nm , 0.38p    和 0.31q   ，其中

浅色区域为HfO2，深色区域为SiO2。除了局域会有一些起伏，整体都呈现很好的平

整性和周期性。考虑到实验上制作的样品与设计的参数会有一些整体的偏移，我

 
图 3.9a，测量光子晶体禁带反射相位示意图。b，光子晶体 SEM 图。c，红色实线为测量

得到的反射谱，蓝线为理论拟合的反射谱，对应 596.4nmfL  。d，红色菱形为实现测

量得到的反射相位，蓝色实线为理论计算的反射相位。 
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们用 来表示这个误差，因此 

  1f dL L    (3.37) 

其中 fL 和 dL 分别为实验上光子晶体原胞的光程和设计的光程。由于 的取值会

造成禁带频率的偏移，因此我们可以在理论上根据实验测量得到的反射谱来得到

 的值（保持p和q的取值不变）。在图3.9c中，红线为实验测量得到的光子晶体

反射谱，蓝线是在理论上拟合误差 得到的反射谱。我们设计的光程 597.0nmdL  ，

而蓝色实线对应的 596.4fL nm ，因此我们可以得到 0.1%   。在图3.9d中，我

们将实验测量得到的反射相位与理论结果做了对比，两者符合的非常好。 

 

图 3.10 a，c 对应第 1,2 阶外尔点频率时光子晶体在参数空间的反射相位分布，在实验中

我们选取了 5 个参数，其中白色圆形，三角形，正方形，菱形和五角星分别对应

( , ) (0.24 , 0.44)p q  , ( 0.11, 0.49) , ( 0.38, 0.31) , ( 0.45 , 0.22) 和 (0.33, 0.37) 。b，

d 为实验中测量对样品的反射相位，并用相同的图形表示，而对应颜色的实现则为理论

计算的结果，灰色区域为导带，黑色实现则表示外尔点对应的频率。 
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在图3.10中，我们分别计算了第1,2阶外尔点对应频率时光子晶体在参数空间的

反射相位。由于上述外尔点的“电荷”均为-1，因此反射相位所形成的的涡旋“电

荷”均为-1，也就是说，如果选取一个回路包含外尔点（图3,10a中灰色虚线），

其反射相位随极角减小，并且遍历  0, 2 区间。在实验中我们在该回路中选取

了5个样品，其中白色圆形，三角形，正方形，菱形和五角星分别对应

( , ) (0.24 , 0.44)p q  , ( 0.11, 0.49) , ( 0.38, 0.31) , ( 0.45 , 0.22) 和 (0.33, 0.37) 。在

3.10b中，我们分别测量了这5个样品的反射相位，并用对应的形状表示，灰色区

域表示光子晶体的导带区域，而黑色虚线则为外尔点对应的频率。从实验结果可

以看到反射相位随极角减小，并且覆盖了  0, 2 。当考虑第2阶外尔点频率时，

这个回路不在包含外尔点（图3,10b），因此反射相位不再有上述性质，其实验

测量结果如图3.10d所示，均与理论符合得较好。 
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3.4 广义空间中的“费米弧型界面态” 

在外尔半金属中，费米弧是其最为有趣的一个性质。当费米能位置存在具有相反

“电荷”的外尔点时，边界态将会连接这两个外尔点，形成一孤立的线段

[2,3,5,7,16,35]。尽管在电子体系费米弧已被实验所观测到，但在经典波体系，包

括光波和声波等，尚未有实验观测到费米弧。在我们建立的广义空间中，可以看

到在第 3 阶或更高阶禁带将会同时出现“电荷”为+1 或-1 的外尔点，这使得“费

米弧”的存在成为可能。 

 

在图 3.11a 中，我们计算了光子晶体在 p-q 空间的反射相位，其频率为为+1 的外

尔点对应的频率。由于在我们体系没有额外的对称性来保护不同“电荷”的外尔点，

因此它们的频率会有一些偏离。在该图中，“电荷”为+1 的外尔点的频率略高于-1

的外尔点，因此虚线包裹的区域表示“电荷”为-1 外尔点的导带区域。我们可以清

 

图 3.11，a，光子晶体在 p-q 空间的反射相位，虚线包裹的灰色区域为导带区域，该图

对应的频率为“电荷”为+1 的外尔点的频率。白色虚线是理论计算得到的边界态的轨迹，

此时光子晶体的切面位置为平板 A1 的中间位置，上面覆盖的银膜厚度为 20nm。青色三

角形为实验中所选取的样品位置，分别对应 ( , ) (0.50 , 0.26)p q  , (0.56 , 0.30) , 

(0.70 , 0.38)  和 (0.78 , 0.36)，而光子晶体参数 a 0.323d um  和 0.240bd um 。b，红色

十字型为实验测量得到的边界态的频率，青色虚线为 a 图中计算所用的频率，灰色区域

则为导带。 
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楚地看到，“电荷”为-1 和+1 的外尔点附近反射相位形成的涡旋具有对应的“电荷”，

以及环绕方向，这与 3.3 节中理论推导得到的结论相同。 

 

在 2.3 节中，我们讨论了边界态（塔姆态）存在的条件为： 

 2PC S m    ，m ，  (3.38) 

其中 PC 和 S 分别为光子晶体和上层反射薄膜的反射相位。考虑现在的参数空间，

如果选取一个回路包含一个外尔点，这个回路上光子晶体的反射相位将会遍历

 0, 2 区间，因此无论反射薄膜的反射射相位为何值，均存在于满足公式 3.38的

点；当把这个回路不断扩大，这些点将会连成线，亦即边界态的轨迹，也就是说，

一旦存在外尔点，必将会有边界态的存在；而具体的轨迹则和反射薄膜的性质相

关。按照上述讨论，我们在 p-q 空间求解出边界态的轨迹，其结果如图 3.11a 中 

白色虚线所示，计算中所用的金属薄膜为 20nm 的银膜，其在 300THz 附近对应

的反射相位为 0.95 。我们可以看到，每个外尔点位置均存在边界态；并且有两

线段分别连接“电荷”为+1 和-1 的外尔点，其性质与电子体系费米弧相同。另

外，由于我们的参数空间不存在时间反演对称性保护，因此“电荷”为+1 和-1 的

 

图 3.12，a，光子晶体在 p-q 空间的反射相位，频率对应“电荷”为-1 的外尔点的频率，黑

色虚线对应 =0PC ，灰色区域为导带。b，光子晶体在 p-q 空间的反射相位，频率高于对

应“电荷”为+1 的外尔点的频率，黑色虚线对应 =PC  ，灰色区域为导带。 
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外尔点的数量不相同，导致有些边界态无法连接“电荷”相反的两个外尔点而是

出了边界。 

 

为了证明理论的正确性，我们选取了理论计算的“费米弧”上 4 个样品，其具体

的位置用青色三角形在图 3.11a 标注，分别对应 ( , ) (0.50 , 0.26)p q  , (0.56 , 0.30) , 

(0.70 , 0.38)  和 (0.78 , 0.36)，而光子晶体参数 a 0.323d um  和 0.240bd um 。实验中

我们在光子晶体表面溅射了 20nm 银膜（实验测量得到反射相位 ( 0.95 0.0471)  ），

测量得到的结果如图 3.11b 中所示，其中红色十字型为边界态的频率，而灰色区

域表示导带，青色虚线为 a 图中计算反射相位时对应的频率，可以看到实验测量

的边界态频率与理论偏差的很小，足见我们实验中测量到了“费米弧”。 

 

尽管在实验中我们在光子晶体表面溅射了 20nm的银膜，并且频率固定在“电荷”

为+1 的外尔点的频率，但“费米弧”在我们体系中是受拓扑保护而具有健壮性。在

图 3.12a 中，我们将频率固定在“电荷”为-1 的外尔点的频率，并用黑色虚线画

出了 =0PC 的轨迹，亦即当反射薄膜 s =0 时边界态的轨迹，我们可以看到依然存

在两段“费米弧”连接“电荷”为-1 和+1 的外尔点；在图 3.12b 中，我们选取频率

高于“电荷”为+1 的外尔点的频率，并用白色虚线画出了 =PC  的轨迹，亦即当

反射薄膜 s =  时边界态的轨迹， “费米弧”依然存在，只是连接了不同“电荷”

为-1 和+1 的外尔点，图中灰色区域表示导带。 
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3.5 斜入射与外尔点 

在上述讨论中，我们只考虑了正入射情况，即
/ / 0k  。在本节中我们将外尔点拓

展到斜入射的情况。 

 

由于
/ / 0k  ，因此转移矩阵需要作出修正（TE 模）： 

    1

1 1
cos sin

2

a aik d b a

b b b b

a b

k ki
A e k d k d

k k
  

  
  
  

  (3.39) 

  1

1
sin

2

a aik d b a

b b

a b

k ki
B e k d

k k


 

  
  
  

  (3.40) 

    2

2 2
cos sin

2

a aik d b a

b b b b

a b

k ki
C e k d k d

k k
  

  
  
  

  (3.41) 

  2

2
sin

2

a aik d b a

b b

a b

k ki
D e k d

k k


 

  
  
  

  (3.42) 

其中  
2 2

0 //a ak n k k  ，  
2 2

0 //b bk n k k  。如果我们重新定义； 

 2 2

// 0/a a ak k      (3.43) 

 2 2

// 0/b b bk k      (3.44) 

 /a a aZ     (3.45) 

 /b b bZ     (3.46) 

公式 3.19-3.42 可以改写成： 

    1

1 1
cos sin

2

a aik d

b b b b

b a

a b

i
A e k d k d

Z Z

Z Z
  

  
  
  

  (3.47) 
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2
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b b

a b
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i
B e k d
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    2

2 2
cos sin

2
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b b b b

b a

a b

i
C e k d k d

Z Z

Z Z
  

  
  
  

  (3.49) 
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  2

2
sin

2

a aik d

b b

a b

b a

i
B e k d

Z Z

Z Z


 

  
  
  

  (3.50) 

在图 3.13a，b 中我们分别计算了第一阶外尔点在正入射与斜入射的色散关系，

可以看到外尔点依旧存在，只是在斜入射情况下，外尔点的频率有所提高。我们

也分别计算了光子晶体在外尔点频率时 p-q 空间的反射相位，均形成了涡旋，并

且具有相同的“电荷”。 

 

针对 TM 模，我们则需要修改 3.43-3.46，可以表示为： 

 

 2 2

// 0/a a ak k      (3.51) 

 2 2

// 0/b b bk k      (3.52) 

 

图 3.13，a，b 分别为正入射和斜入射情况下的外尔点；c，d 在外尔点频率。光子晶体

在 p-q 空间的反射相位。 
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 /a a aZ     (3.53) 

 /b b bZ     (3.54) 

而公式 3.47-3.50 保持不变。 
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3.6 本章小结 

在本章节中，我们将一维光子晶体有两层原胞拓展成四层原胞，从而建立了三维

广义空间，并且在其色散中发现一些三维简并点。利用转移矩阵推倒得到的哈密

顿量和离散化数值方法，我们证明了这些简并点均为外尔点。根据哈密顿量，我

们计算了外尔点附近的反射相位，并且发现外尔点附近的反射相位将形成涡旋，

其所带“电荷”与外尔点的“电荷”相同。由于这些涡旋的存在，使得边界态必然会

存在，并且始于外尔点。当体系中存在“电荷”相反的外尔点，边界态将会形成“费

米弧”，连接两个“电荷”相反的外尔点，该结论也被实验所证实。另外我们研究

了在斜入射情况下的外尔点的性质。 
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第四章 广义空间拓扑相变与“Nodal Line”相 

4.1 引言 

在凝聚态中，拓扑半金属有三类，分别为狄拉克半金属[1-8]，外尔半金属[4,9-16]

以及 nodal line 半金属[17-23]，其哈密顿量分别具有
3

1

i i i

i

H v k


 ，
3

1

i i i

i

H v k




和  1 1 2 3, x zH h k k k   类似的形式，其中
0

0

i

i

i






 
  
 

， i 则为泡利矩阵，

1,2,3i  。对于狄拉克半金属，因其哈密顿量为 4*4 矩阵，因此其为三维空间的

4 重简并点；而外尔半金属则为 2*2 矩阵，为三维空间两重简并点；而 nodal line

半金属则比较特殊，不在是简并点，而是空间简并的线，可以形象地理解为二维

狄拉克点在第三个维度上移动而形成，因此其具有许多不同于狄拉克点和外尔点

的性质，引起了许多研究者的兴趣。 

 

在第三章中，我们详细地介绍了外尔点，由于其包含了所有的泡利矩阵，因此单

独加入扰动项无法打开带隙，只能移动外尔点的位置，也就是说外尔拓扑相是非

常稳定的状态。尽管如此，如果考虑让“电荷”相反的两个外尔点重叠，则可以

破坏外尔拓扑相，产生带隙。在本章节中，我们引入第三个参数，从而将三维参

数空间拓展到四维，并且观测到了拓扑相变[24]，而“Nodal Line”则对应相变

点。 
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4.2 光子晶体色散的拓扑相变 

在第三章中，我们将光子晶体原胞设计成四层平板构成，并且每层的厚度满足如

下的关系式： 

  

 

1

1

2

2

(1 )

(1 )

(1 )

(1 )

a a

b b

a a

b b

d p d

d q d

d p d

d q d

 

 

 

 

  (4.1) 

  

 

图 4.1，a-i，光子晶体在 p-q 空间第 4,5 阶能带色散，分别对应 R=0.05, 0.15, 0.25, 0.35, 0.5, 0.65, 

0.75, 0.85, 和 0.95，此时 k=0。 
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其中平板 A1 和 A2 为氧化铪，其折射率 =2.00an ，厚度分别为 da1 和 da2；而平板

B1 和 B2 为二氧化硅，其折射率 =1.45bn ，厚度分别为 db1 和 db2。尽管引入了

p，q 这两个参数，我们可以定义第三个参数 R，其定义为  /a a a a b bR n d n d n d  ，

即平板 A1 和 A3 中所累积的光程占总光程的比例，因此其取值范围为（0, 1）。在

图 4.1 中，我们画出了光子晶体在 p-q 空间第 4,5 阶能带色散，分别对应 R=0.05, 

0.15, 0.25, 0.35, 0.5, 0.65, 0.75, 0.85, 和 0.95，此时 k=0。我们可以清楚地看到随

着 R 取值变化，光子晶体的色散经历了 3 次相变，分别对应 R=0.25,0.5 和 0.75，

在 p-q 空间不再有外尔点，取而代之的为一些简并线（插图中用黑色虚线表示）；

当经过相变点 R=0.25 时，我们可以看到外尔点的数目变化，由 4 个“电荷”-1

的外尔点变为 6 个“电荷”-1 的外尔点和 2 个“电荷”+1 的外尔点，而总“电荷”

为-4；当经过相变点 R=0.5 时，尽管外尔点的数量没有变化，但可以看到其位置

产生了突变；当经过相变点 R=0.75 时，我们可以看到外尔点的数目变化，由 6

个“电荷”-1 的外尔点和 2 个“电荷”+1 的外尔点变为 4 个“电荷”-1 的外尔点，

而总“电荷”为-4。在相变点时，光子晶体色散类似于“nodal line 半金属”。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



一维光子晶体中拓扑量及其界面态的研究 

84 
 

4.3 广义空间中光子晶体的“Nodal Line” 相 

在3.2节中，我们采用了转移矩阵来推导外尔点的哈密顿量，同样，在本节中我们依旧使用

转移矩阵。对于原胞包含四层平板的光子晶体，其转移矩阵如下： 

 
* * * *

C D A B

D C B A

  
  
  

T   (4.2)   

其中 

  

    1

1 1
cos sin

2

a a
ik d b a

b b b b

a b

n ni
A e k d k d

n n
  

  
  
  

  (4.3) 

  1

1
sin

2

a a
ik d b a

b b

a b

n ni
B e k d

n n


 

  
  
  

  (4.4) 

    2

2 2
cos sin

2

a a
ik d b a

b b b b

a b

n ni
C e k d k d

n n
  

  
  
  

  (4.5) 

  2

2
sin

2

a a
ik d b a

b b

a b

n ni
D e k d

n n


 

  
  
  

  (4.6) 

考虑周期性边界条件，我们可以得到： 

 0ik c
e

c








 
    

 
T   (4.7) 

其中 2( )a bd d   。因此可以得到 

 0
ik

ik

e

e

A B
Det

C D









  (4.8) 

即 

  2 0i k ik
e eA D AD BC        (4.9) 

由于 T为酉矩阵，因此 

 1AD BC    (4.10) 

所以公式 4.8的解可以写成 

 
    

1/2
2

1

2 2

ik
e

A DA D


 
    (4.11) 
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简单的相加之后我们可以得到 

  cos
2

A D
k


    (4.12) 

因为 A*=D，因此 A+D为实数。若 A+D>2,则 k必为复数，此时对应光子晶体禁带；

反之则为导带。将公式 4.1带入上式，经过一些数学简化，我们可以得到： 

   21 2 2
cos ( ) cos( )cos( (1 ))

8

b a

a b

n n vL vL
k R q R

n n c c

  
      

 
  (4.13) 

 21 2 2
( ) cos( )cos( (1 ))

8

b a

a b

n n vL vL
pR R

n n c c

  
    

 
 (4.14) 

 21 2 2
( ) cos( )cos( (1 ))

8

b a

a b

n n vL vL
pR q R

n n c c

  
   

 
 (4.15) 

21 2
( 2) cos( )

16

b a

a b

n n vL

n n c

 
   

 
                 (4.16) 

 21 2
( 2) cos( (2 1))

16

b a

a b

n n vL
R

n n c

 
   

 
  (4.17) 

其中 v 为频率，  2 a a b bL n d n d  为光子晶体原胞的光程，  /a a a a b bR n d n d n d  ，

即平板 A1 和 A2 中所累积的光程占总光程的比例，因此其取值范围为（0, 1）。根

据公式 4.13-4.17，我们可以看到，如果做变换： 

 

'

'

1

p q

q p

R R





 

  (4.18) 

可以看到  cos k 的取值不变。也就是说，如果将 R 取值变为 1-R，光子晶体的

色散等效于在 p-q 空间旋转 90°，如图 4.1 中 a 和 i，b 和 h，c 和 g，d 和 f。 

 

对于 nodal line 色散（图 4.1 中 c，e 和 g），我们可以看这些简并线平行于 p=0 或

q=0。若简并线的位置对应 p=p0，则对于任意 q 值，该点参数对应的光子晶体均

有简并点（无禁带），即  cos 1k   ，分别对应 k=0 和 k=0.5k0（ 0 2 /k  ），

并且在对应的频率 v0 为其极值点，即  cos 1k  ，所以 k 均有实解。由于在线

上不依赖与 q 的取值，所以公式 4.13 和 4.15 需要相消，因此 
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2 2

cos( ) cos( )
vL vL

R pR
c c

 
    (4.19) 

根据数值模拟的结果，我们猜想 nodal line 对应的频率为 2v nc L ，其中 c 为真

空中的光速，L 为光子晶体原胞的光程，n 对应第 n 阶禁带。将频率带入公式 4.13-

4.17，我们可以得到： 

    21
cos ( ) cos( )cos( (1 ))

8

b a

a b

n n
k n R n q R

n n
         (4.20) 

  21
( ) cos( )cos( (1 ))

8

b a

a b

n n
n pR n R

n n
       (4.21) 

  21
( ) cos( )cos( (1 ))

8

b a

a b

n n
n pR n q R

n n
      (4.22) 

 21
( 2) cos( )

16

b a

a b

n n
n

n n
     (4.23) 

  21
( 2) cos( (2 1))

16

b a

a b

n n
n R

n n
     (4.24) 

由于在 nodal line 位置不依赖于 q，因此公式 4.20 和 4.22 相加为 0，则 

 2nR npR    (4.25) 

为任意整数。由于  cos 1k   ，我们做出如下猜想： 

 
m

R
n

  ， & 0m m n    (4.26) 

公式 4.20-4.24 可以简化成： 

 

   

 

 

2

2

2

1
cos ( ) cos(( 2 ) )cos( ( ))

8

1
( 2) cos( )

16

1
( 2) cos( (2 ))

16

b a

a b

b a

a b

b a

a b

n n
k m n n m

n n

n n
n

n n

n n
m n

n n

 





      

  

  

  (4.27) 

若 2n  ，则 2m n 和n m 具有相同的奇偶性；而 n和2m n 均为偶数，因此

 cos k =1，对应 k=0；若 2 1n   ，则 2m n 和n m 具有相反的奇偶性，而

n和2m n 均为奇数，因此  cos k =-1，对应 k=0.5k0。 
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为了证明 2v nc L 为简并点的频率，我们还需要证明  cos k 为极值点。我们定

义 '2v v L nc ，则色散方程可以写成： 

 

   

   

2

2 2

1
( 1) cos 1 ( ) cos( ') cos( ( ) ')

8

1 1
( 2) cos( ') ( 2) cos( (2 ) ')

16 16

n b a

a b

b a b a

a b a b

n n
k pm v n m v

n n

n n n n
n v m n v

n n n n

 

 

      

     

 (4.28) 

其一阶偏导数为： 

 

   

 

 

 

2

2

2

2

1
( 1) cos / ( ) sin( ') cos( ( ) ')

8

1
( ) ( ) cos( ')sin( ( ) ')

8

1
( 2) sin( ')

16

1
( 2) (2 )sin( (2 ) ')

16

n b a

a b

b a

a b

b a

a b

b a

a b

n n
k v pm pm v n m v

n n

n n
n m pm v n m v

n n

n n
n n v

n n

n n
m n m n v

n n

  

  

 

 

         

   

   

   

 (4.29) 

当 v’为整数时，一阶偏导数为 0，因此可以证明其为极值点。其二阶偏导数则为： 

 

 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

1
( 1) cos / ( ) ( ) ( )

8

1 1
( 2) ( 2) (2 )

16 16

n b a

a b

b a b a

a b a b

n n
k v pm n m

n n

n n n n
n m n

n n n n

 

 

             

            

(4.30) 

经过一些数学简化，可以写成： 

 

 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2

1
( 1) cos / (( ) ( ) ) 2( ) 2

16

1
( ) 6(2 ) 6

16

4( ) 4( ) 2 2(2 )

n b a

a b

b a

a b

n n
k v pm m

n n

n n
m n n

n n

pm n m n m n

 

 

   

            

    

       

    (4.31) 

由于 p<1，m<n，因此公式 4.31 的右边部分小于 0。当 n 为奇数时，

 2 2cos / 0k v      ，因此对应极小值，即  cos 1k   ，即光子晶体无禁带；

若 n 为偶数时，  2 2cos / 0k v      ，因此对应极大值，即  cos 1k  ，即光

子晶体无禁带。综合公式 4.27，4.29 和 4.30，我们已经证明在 2v nc L 确为简

并点。 
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在上述讨论中，我们使用了公式 4.25 和 4.26 这两个条件，简化之后即为： 

 

2

m
R

n

m pm



 

  (4.32) 

其中 & 0m m n   。根据公式 4.32 我们可以确定简并线的位置。若 n=1，则

m 无解，因此第 1 解禁带没有相变点，即 nodal line 色散；若 n=2，m=1，因此

p=1 或 p=-1，因此简并线位置在 p=-1 和 p=1，如图 4.2a 所示；若 n=3，m 取值 1

或 2。若 m=1 即 R=1/3，p 的取值为-1 或+1，因此简并线位置在 p=-1 和 p=1，如

图 4.2b 所示；若 m=2 即 R=2/3，p 的取值为-1，0 或+1，因此简并线位置在 p=-

1，p=0 和 p=1，如图 4.2c 所示；若 n=4，因此 m 的取值为 1,2,3。若 m=1 即 R=1/4，

 

图 4.2，a，第 2 阶禁带中的 nodal line 色散。b，c，第 3 阶禁带中的 nodal line 色散；d，

e，f，第 4 阶禁带中的 nodal line 色散. 
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p 的取值为-1 或+1，因此简并线位置在 p=-1 和 p=1，如图 4.2d 所示；若 m=2 即

R=2/4，p 的取值为-1，0 或+1，因此简并线位置在 p=-1，p=0 和 p=1，如图 4.2e

所示；若 m=3 即 R=3/4，p 的取值为-1，-1/3，1/3 或+1，因此简并线位置在 p=-

1，p=,-1/3，p=1/3 和 p=1，如图 4.2f 所示。 

 

在图 4.3 中，我们计算了光子晶体的第 4,5 阶能带色散，不同于图 4.1 和 4.4，我

们固定 q=0.5，因此其色散是 p 和 k 的函数。 由于 R=0.5，因此 p=0 即为简并线

的位置。可以清楚地看到，这两阶能带形成了狄拉克锥。按照 3.2 节中计算 Berry 

相位的公式： 

   , , ,1 1, , ,

*

1 0

Im ln ( ) ( )
n p q kj jn p q k jj

LN

n

j

x u x u x dx 
 



 
   

 
    (4.33) 

其中  x 是光子晶体原胞的介电函数，
, , ,n p q kj j

u 为第 n 阶能带上对应
jp , q  和 

jk

时的本征电场分布函数，  sin cos( 2 / )jp r j N  ,  sin sin( 2 / )jk r j N  。我们

分别计算了第 4 和第 5 阶能带的 Berr 相位，均得到 的结果，即证明了其为狄

拉克锥。我们在 p=0线上取不同的的 q值计算，都得到了相同的结果，也就是说

 
图 4.3，光子晶体第 4,5 阶能带色散形成狄拉克锥，这边 R=0.5，q=0.5。 
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该简并线的确为 nodal line。 
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4.4 全透射与 Nodal Line 相 

考虑光从空气入射到半无穷厚的光子晶体，若频率处在禁带区域区域，则光会被

全反射；若频率处在导带内，则会有透射。但若频率处在 nodal line 位置（如图

4.4a），即简并点的频率，透射或反射的性质依然是一个疑问，这引起了我们极大

的兴趣。 

 

考虑有限周期数的光子晶体处在空气中，如图 4.4b 所示，为了更具有普遍性，

我们考虑光子晶体的切面不是平板 A1 的边界，因此原胞可以表示成 5 层，其中

第 1 和 5 层相当于原来的平板 A1。我们选取了简并线上的一点，R=0.5，p=0，

q=0.5，计算了对应光子晶体的反射率与原胞周期数的关系，其结果如图 4.4c 所

示，可以看到其反射率始终为 0；另外我们选取不同的原胞，即不同的切面位置，

其结果如图 4.4d 所示，其反射率均为 0。计算不同的位置，我们均得到了相同的

结果。 

 

 

图 4.4，a，R=0.5，k=0 时第 4,5 阶能带的色散（nodal line）。b，有限厚度的光子晶体在空

气中的透反射。c，d，对应 nodal line 频率时，光子晶体反射率与周期数和原胞切面位置

的关系。 
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为了验证上述的结论，我们仍然采用转移矩阵来计算光子晶体的反射率。由于原

胞保持相同，因此原胞的转移矩阵依然可以写成： 

 

考虑光子晶体置于空气中，其周期数为 n，则整个结构的转移矩阵可以表示成： 

  12 11 1 2 2 12 21

n

a ab b ba a ab b ba aT M M M M M M M M M M M   (4.34) 

其中 M12，M21，Mab，Mab 分别为空气-氧化铪，氧化铪-空气，氧化铪-氧化硅和氧

化硅-氧化铪界面的转移矩阵；Ma11 ，Mb1 ，Ma2 ，Ma2 ，Ma12 分别为 5 层 s 平

板中的传播矩阵，分别可以写成： 
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air a air a
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  (4.43) 

由于处在 nodal line 上面，我们可以得到： 
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11 12 1
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1 2 3

a a a

a a

b b b

k d d j

k d j

k d d j







 



 

 ，
1 2 3, ,j j j   (4.44) 

将公式 4.44 带入 4.34-4.43，我们可以得到： 

 
1 0

0 1
T

 
  
 

  (4.45) 

也就是说如果入射方向为正方向，不会产生反方向的波矢，即无反射。因此在

nodal line 频率，光子晶体的反射率始终为 0。在图 4.5 中，我们同时计算了光子

晶体透射率与频率和周期数的关系，可以看到在 nodal line 对应的频率（白色虚

线），其透射率始终为 1；而在其他频率，其反射率会随周期数而变化（FP 腔共

振）。 

 

 

  

   

  

 

图 4.5，光子晶体反射率与频率和周期数的关系，白色虚线为 nodal line 对应的频率。 
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4.5 本章小结 

在本章节中，我们引入了第 4 个维度参数，从而观测到了拓扑相变，并且观测到

了新的拓扑相，即 nodal line；通过转移矩阵我们求解了 nodal line 出现的条件，

并且可以确定 nodal line 的位置。计算其有限周期数的光子晶体的透反射，我们

发现 nodal line 可以保证在该频率点的全透射。 
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第五章 总结与展望 

在本论文中，我们主要研究了一维光子晶体的拓扑量，包括一维空间中的

Zak 相位，以及三维空间中的 Weyl 点，Nodal Line 相等。通过研究光子晶体的拓

扑量，可以帮助我们构造拓扑边界态，其具有广泛的应用前景。本论文的主要结

论和创新性如下 

 

1、一维光子晶体的拓扑量，即 Zak 相位为一抽象概念，因而无法直接测量。

根据体块-边界联系，我们利用光子晶体与金属膜之间的界面态，在实验中测量

得到了光子晶体的 Zak 相位。通过引入超构表面，我们实现了对界面态的多维度

调控，使其具有广泛的应用前景。 

 

2、在三维动量空间实现光学 Weyl 点往往需要设计非常复杂的结构，因而在

实验中实现十分困难。通过引入两个人造维度，我们利用一维光子晶体实现了广

义空间的 Weyl 点。受 Weyl 点的保护，光子晶体的反射相位在参数空间形成涡

旋。该相位涡旋保证了光子晶体与任意反射衬底间界面态的存在。 

 

3、由于广义空间没有维度限制，我们构造了一个广义四维空间。在该空间

中，光子晶体色散的拓扑相变也被观测到，而相变点则对应 Nodal Line 相。理论

证明，在 Nodal Line 相光子晶体具有完美透射的性质。 

 

本论文基于一维光子晶体体系，探究了其在不同维度下的拓扑量以及拓扑界

面态。由于采用一维光子晶体，其色散和本征波函数均可利用转移矩阵得到解析

表达式，因此可以帮助我们更好地理解许多新奇现象的本质，例如 Weyl 半金属

中的费米弧边界态等。其次，我们采用了人造维度的概念，可以构造出四维甚至

更高维度的空间，来探索这些高维度空间的拓扑性质。而光子晶体拓扑量的研究

可以帮助我们构造界面态，其具有十分广泛的应用前景。 
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